..Golecao UAB-UFSCar

....... Engenharia Ambiental

Fisica 1

- Odila Floréncio

Paulo Sergio da Silva Junior
- Sergio de Aguiar Monsanto

- Sergio Mergulhao

Fundamentos de Fisica 1



Fundamentos de Fisica 1



©

TS Co

Reitor

Targino de Araujo Filho
Vice-Reitor

Pedro Manoel Galetti Junior
Pro-Reitora de Graduacao
Emilia Freitas de Lima

Educacio a Distncia

StaD

UFSCar

Secretaria de Educacao a Disténcia - SEaD
Aline Maria de Medeiros Rodrigues Reali
Coordenacao UAB-UFSCar

Claudia Raimundo Reyes

Daniel Mill

Denise Abreu-e-Lima

Joice Otsuka

Marcia Rozenfeld G. de Oliveira

Sandra Abib

Coordenador do Curso de Engenharia Ambiental
Luiz Marcio Poiani

UAB-UFSCar

Universidade Federal de Sao Carlos
Rodovia Washington Luis, km 235
13565-905 - Sao Carlos, SP, Brasil
Telefax (16) 3351-8420
www.uab.ufscar.br

uab@ufscar.br




Odila Floréncio

Paulo Sergio da Silva Junior
Sérgio de Aguiar Monsanto
Sérgio Mergulhao

Fundamentos de Fisica 1

Sdo Carlos
2011



© 2011, Odila Floréncio, Paulo Sergio da Silva Junior, Sérgio de Aguiar Monsanto e Sérgio Mergulhao

Concepcao Pedagdgica
Daniel Mill

Supervisao
Douglas Henrique Perez Pino

Equipe de Revisdo Linguistica
Ana Luiza Menezes Baldin
Clarissa Neves Conti
Francimeire Leme Coelho
Jorge lalanji Filholini
Leticia Moreira Clares
Luciana Rugoni Sousa
Paula Sayuri Yanagiwara
Sara Naime Vidal Vital

Equipe de Editoracao Eletronica

Christhiano Henrique Menezes de Avila Peres
Izis Cavalcanti

Rodrigo Rosalis da Silva

Equipe de llustracao

Jorge Luis Alves de Oliveira
Ligia Borba Cerqueira de Oliveira
Priscila Martins de Alexandre

Capa e Projeto Grafico
Luis Gustavo Sousa Sguissardi

Todos os direitos reservados. Nenhuma parte desta obra pode ser reproduzida ou transmitida por qualquer
forma e/ou quaisquer meios (eletrénicos ou mecanicos, incluindo fotocépia e gravacédo) ou arquivada em qual-
quer sistema de banco de dados sem permissao escrita do titular do direito autoral.



........... SUMARIO

APRESENTAGAO .. ......... ... ... .. ... ... 9

UNIDADE 1: Mecanica Newtoniana

1.1 Primeiras palavras................ .. ... .. ... ... ... 13
1.2 Problematizandootema............................... ... 13
1.3 Texto basico paraestudos................................. 13
1.3.1 Cinematicavetorial ................ ... ... .. ... ... ..... 13
1.3.1.1 Vetor posicao . ... 13

1.3.1.2 Velocidade vetorial média. . ....................... 14

1.3.1.3 Velocidade vetorial instantanea. . ................... 15

1.3.1.4 Movimento ndo uniforme . ........................ 16

1.3.1.5 Aceleracgao vetorial instantdnea. .................... 16

1.3.1.6 Aceleragdo tangencial . .. ........... ... .. ... ... 17

1.3.1.7 Aceleracdo centripeta ... ........... ... ... ....... 17

1.3.2 Leis de Newtondo movimento ........................... 18
1.3.2.1 Primeira Leide Newton. . ......................... 18

1.3.2.2 Segunda Leide Newton . ......................... 19

1.3.2.3 TerceiraLeide Newton ........................... 20

1.3.24 Forcadeatrito. .......... ... ... . ... L 20

1.3.3 TrabalhoeEnergia............... ... ... .. .. .. .. ... .... 22
1.3.3.1 Trabalho realizado por uma forga constante . .......... 22

1.3.3.2 Trabalho realizado por uma forga variavel............. 23

1.3.4 Teorematrabalho-energia............................... 24
1.3.5 Conservacao de quantidade de movimento. ................. 26
1.35.10centrodemassa ....................ooviii.. 26

1.3.5.2 Quantidade de movimento linear. . .................. 27



1.3.5.3 Quantidade de movimento linear para um

sistema de particulas ............. ... .. 28
1.3.5.4 Conservacgao da quantidade de movimento linear. . ... .. 29
1.3.5.5 Quantidade de movimento linear e energia

cinéticaem coliSOes . ... 29
1.3.6 Gravidade e energia potencial gravitacional. ................. 30
1.3.6.1 Atragdo gravitacional. . .. ............ ... . ... ..., 30
1.3.6.2 Energia potencial gravitacional .. ................... 32
1.3.7 Corpos rigidos, rotagdo e movimento angular. . .............. 33
1.3.7.1 Translagao e rotagdo de um objeto . . ................ 33
1.3.72Medidaangular. ............. .. ... ... .. ... ... 34
1.3.7.3 Velocidade vetorial angular. .. ..................... 35
1.3.7.4 Aceleragdo angular . .......... ... ... 35
1.3.75Cinematica ............. ... ... 36
1.3.7.5.1 Velocidade vetorial angular constante ......... 36
1.3.7.5.2 Aceleragao angular constante. . .............. 37
1.3.7.5.3 Analogia entre translagdo e rotagao . .......... 38

1.3.7.5.4 Relacdo entre grandezas rotacionais e
translacionais .......... ... .. .. .. 38
1.3.7.5.5 Energia cinética rotacional: momento de inércia. .40
1.3.7.5.6 Momento de inércia de um objeto continuo. . . .. 41
1.3.7.5.7 Teorema dos eixos paralelos ................ 41
1.3.7.5.8 Objetosem rolamento ..................... 42
1.3.7.5.9 Energia cinética de um objeto em rolamento . . . .42
1.3.7.5.10 Momento angular. ....................... 43
1.3.7.5.11 Momento angular de um sistema de particulas .43
1.3.7.5.12 Conservagdo do momento angular. .......... 45
1.4 ConsideragOesfinais ............. ... ... ... ..., 45

UNIDADE 2: Mecanica Ondulatoria
2.1 Primeiras palavras..................... ... ... ... 49

2.2 Problematizandootema............... ... ... ... . ... . ... 49



2.3 Oscilag0es simpleseacopladas............................ 49

2.3.1 Introducgdo. . ... 49
2.3.2 Movimento harmoénico simples. .......................... 49
2.3.3 Movimento harménico amortecido . ....................... 92
2.3.4 Movimento harmonico amortecido forgado. . ................ o4
2.3.4.1 Efeitosde ressondncia. ......................... 95

2.3.5 Osciladores harménicos acoplados. . ...................... 95

2.4 Introducdo aos fendmenos ondulatorios .................... 57
241 Conceitodeonda. ................. i, 57
2.4.2 Classificagdo dos tiposdeonda .......................... 98
2.4.3 Funcao de onda unidimensional .......................... 39
2.4.4 Reflexdo e transmissaodeondas ......................... 60

2.5 0ndas harmonicas. ..............ci it 61
2.5.1 Funcdodeondaharménica.............................. 61
2.5.2 Energia e poténcia transmitida por ondas harmonicas ......... 63

2.6 AcUStiCa © SOM . ... ... 64
2.6.1 0NdassonOras .............oiiniiiii 64
2.6.2 Velocidade dasondassonoras ........................... 64
2.6.3 Ondasemtrésdimensdes. . ...............viiiain... 65
2.6.4 Niveldeintensidade .............. .. ... .. ... ... .. ... ... 66

2.7 0ndas estacionarias .................o i 66
2.7.1 Ondas estacionarias numa corda fixa nas duas extremidades.. . . ... 67
2.7.2 Fungdo de onda estacionaria . ............. ... ... 69
2.8 SUPErpOSICaAD . ........oi 70

2.8.1 Superposicdo e interferénciadeondas..................... 70



2.8.2 Superposicdo de ondas estacionarias...................... 70
2.9 Efeito Doppler..... ... . . 71

2.9.1 Calculo das frequéncias .............c.cooiriiinnnnnn. 72

REFERENCIAS .. ... 77




APRESENTAGAO

Este livro foi desenvolvido com a finalidade de auxiliar nos conceitos de
Mecanica Newtoniana e Mecanica Ondulatéria.

Na Unidade 1, Mecanica Newtoniana, serdo abordados os seguintes assuntos:
Cinematica, Leis de Newton, Trabalho e Energia, Conservagao da quantidade de
movimento, Gravidade e atmosfera, Corpos rigidos, Rotagdo, Momento angular.

Na Unidade 2, Mecéanica Ondulatdria, serao tratados os temas: Oscilagdes
simples e acopladas, Introducao aos fendmenos ondulatérios, Ondas harmoni-
cas, Acustica e Som, Superposicdo, Ondas estacionarias e ressonancia, Efeito
Doppler.

Ao final do livro, o leitor devera ser capaz de entender e resolver proble-
mas de fisica relacionados a mecanica newtoniana e mecéanica ondulatéria, além
de relacionar estes conhecimentos com a formag&o basica de um engenheiro
ambiental.






UNIDADE 1

Mecéanica Newtoniana






1.1 Primeiras palavras

Um dos objetivos dos conceitos fisicos é estudar o movimento de objetos, e
€ a Cinematica o ramo da Fisica que estuda esses movimentos, sem levar em
conta como foram produzidos.

1.2 Problematizando o tema

Ao estudar o movimento de um objeto, deve ser observado se esse mo-
vimento pode ser considerado como o movimento de uma particula em uma
unica direcao. Caso isso aconteca, esse movimento pode ser estudado como
translacao pura.

1.3 Texto basico para estudos

O velocimetro do carro fornece a velocidade instantanea em quildmetros
por hora. Define-se velocidade como a taxa de variagdo temporal da variagao da
distancia. Se em um tempo t, o carro esta em um ponto x, e, posteriormente, em
um tempo t ele esta na posigao x, definimos a velocidade média do carro como:
Vv = (x — x,)/(t - t,). Por meio dessa relagéo, calcula-se a velocidade média, sem
se levar em conta se o carro parou por certo tempo, se percorreu um percur-
so com uma velocidade v, e depois com outra velocidade v,. Essa velocidade
fornecida pelo velocimetro € uma grandeza escalar, no entanto, para o calculo
da velocidade de um determinado objeto, devemos lembrar que a velocidade é
uma grandeza vetorial, isto €, ela tem uma dire¢cdo, um sentido e um maodulo.
Este estudo é chamado de cinematica vetorial e para tanto precisamos saber as
nogdes basicas de vetores.

1.3.1 Cinematica vetorial

1.3.1.1 Vetor posicao

O vetor posicéo localiza uma particula em relacédo a um sistema de refe-
réncia. Por exemplo, no sistema cartesiano temos trés eixos perpendiculares
entre si que se cruzam na origem, chamados de eixos X, y e z. As dire¢des de
cada eixo sdo representadas, respectivamente, por i, j e k, que sdo chamados
de vetores unitarios ou versores. Um objeto localizado a uma distancia r da ori-
gem tem sua posigao representada conforme a figura a seguir. O vetor r inicia-se



na origem e termina no objeto. Para descrever o vetor r projeta-se o vetor nos
eixos X, y e z, como mostra a Figura 1.1.

Figura 1.1 Vetor posicdo em relacao ao sistema cartesiano.

Em que:

F=Xxi4yjtzk (1.1)

Na equacéao anterior, X, y € z representam a grandeza escalar que mede a
projecao do vetor em cada eixo.

1.3.1.2 Velocidade vetorial média

Quando o objeto se desloca de um ponto A para um ponto B, a sua posi-
¢cao passa a ser definida por um novo vetor Fea velocidade vetorial média é
expressa pela raz&o entre o vetor AT e o espacgo de tempo decorrido At

AT t—T

V=—=

—
—
iy
|
—

Note que o vetor r pode ser decomposto nas projecdes X, y € z e a velo-
cidade média pode ser escrita como:

AT MKy Az
b tﬂ+AtJj+Atpa Vi HEv vk (1.2)

Portanto, a velocidade vetorial média é escrita como a soma vetorial das
velocidades v,, v, e v,, que sdo as velocidades em cada eixo cartesiano.



Figura 1.2 Variagédo do vetor posigdo em relagao ao sistema cartesiano.
1.3.1.3 Velocidade vetorial instantanea

A velocidade instantdnea € um vetor v e que € obtida tomando-se o in-
tervalo de tempo At cada vez menor, tendendo a zero e 0 mesmo acontecendo
com o vetor deslocamento Ar, o que significa que a velocidade média é calcula-
da em uma situagcao em que o ponto B esta muito préximo de A.

A velocidade neste caso é escrita como:

. . Ar dr
v=Ilim—=—
A—0 At dt

Decompondo o vetor dr em suas componentes cartesianas, a velocidade

vetorial instantanea pode ser escrita como a soma vetorial das velocidades em
cada eixo cartesiano.

- X~ dy - dz ‘

ve—=—iht it Zk=v i+ v jrvk 1,
t rRL MR MRS (13)

| v | é a intensidade do vetor velocidade instantanea.

A direcdo de V é tangente a trajetdria em cada ponto.

Se a trajetoria é uma reta, a velocidade V tem a dire¢éo da trajetoria e o
sentido € o mesmo do movimento.

Se o médulo de V aumenta, o movimento é acelerado; se diminui, 0 movi-
mento é retardado e se for constante, o movimento & uniforme.



Se a diregdo de V é constante, o movimento é retilineo; se é variavel, o
movimento é curvilineo.

1.3.1.4 Movimento ndo uniforme

Quando a velocidade nao é constante, podemos ter uma variagao do mo-
dulo do vetor r com o tempo ou uma variagao da direcao e sentido do vetor
enquanto o modulo se mantém constante, ou mesmo todas as possibilidades.
Nestes casos define-se a aceleragao vetorial média do objeto como a variagao
do vetor velocidade com o tempo.

3 _A_\?_\?z—\71
"TA t,-t, (1.4)

1.3.1.5 Aceleracao vetorial instantanea

A aceleracao vetorial instantanea é obtida tomando-se o intervalo de tem-
po At cada vez menor, tendendo a zero e 0 mesmo acontecendo com vetor
velocidade Av.

A aceleracéao, neste caso, é escrita como

a= dv 15
dt (1.5)
A aceleracéao vetorial possui duas componentes:

a=at+ag (16)

Em que: a; é a aceleragdo tangencial ao movimento e a; é a aceleragéo
centripeta, perpendicular ao movimento.



direcéo tangente

direcao normal a
LN tangente

Figura 1.3 Componentes da aceleragéo vetorial instantanea.

1.3.1.6 Aceleracéo tangencial

A aceleracao vetorial tem a mesma dire¢cao da velocidade quando s6 a
intensidade da velocidade vetorial varia no tempo, mas pode ter ou ndo o mes-
mo sentido.

1.3.1.7 Aceleracao centripeta

Quando s6 a diregao da velocidade vetorial sofre variacbes no tempo, a
aceleragao vetorial € sempre perpendicular, em cada ponto da tragetdria, a di-
recao da velocidade, e seu sentido € orientado para a concavidade da curva
descrita pela particula. E chamada também de aceleraco normal.

Se a particula descrever uma trajetéria circular de raio r, e possuir num
dado instante t uma velocidade escalar v, a intensidade ou moédulo da acelera-
¢ao centripeta neste instante sera:

8= (1.7)

E a sua direcéo coincidira com a do raio de curvatura no ponto.

Figura 1.4 Aceleragéao vetorial centripeta e velocidade vetorial num movimento curvilineo.

Nos movimentos curvilineos e variados a aceleragao vetorial tera as duas
componentes, e a direcdo de a formara, com a diregdo de V, um angulo o. Se



este angulo for agudo, a componente tangencial da aceleragédo tera o0 mesmo
sentido de V e o movimento sera acelerado; se o angulo for obtuso, a com-
ponente tangencial da aceleracao tera sentido contrario ao da velocidade e o
movimento sera retardado.

(a)Movimento Acelerado (b) Movimento Retardado

Figura 1.5 Componentes da aceleragao vetorial centripeta e velocidade vetorial em

movimentos curvilineos: acelerado (a) e retardado (b).

A aceleracéao vetorial s6 sera nula em duas situagdes, se o ponto material
estiver em repouso ou em movimento retilineo uniforme.

1.3.2 Leis de Newton do movimento

A Mecanica baseia-se em trés leis naturais, que foram enunciadas e pu-
blicadas em 1686 por Sir Isaac Newton, conhecidas como as leis de Newton.
A forca é uma grandeza vetorial e, para descrevé-la é necessario descrever a
direcdo, o sentido em que ela atua e a sua intensidade (também chamada de
mddulo). A unidade de for¢a no sistema internacional de unidades é o Newton,
representado pela letra N. A unidade de forgca 1N equivale a forgca que, aplica-
da a um corpo de massa igual a 1 quilograma (1 Kg), produz neste corpo uma
aceleragao de 1 metro por segundo ao quadrado (1m/s?). O instrumento normal-
mente usado para medir a intensidade de uma forca é chamado de dinaméme-
tro e consiste em uma mola contida em um estojo de protec&o, tendo em uma
extremidade um ponteiro que se move sobre uma escala graduada.

1.3.2.1 Primeira Lei de Newton

Todo corpo permanece em estado de repouso, ou de movimento uniforme
em linha reta, a menos que seja compelido a mudar este estado em virtude de
forcas exercidas sobre ele.

Forca Resultante: a forga resultante (ZIE) exercida sobre um objeto é
a soma vetorial de todas as forcas individuais que atuam sobre ele por outros
corpos.



Com o conceito de forga resultante, a Primeira Lei de Newton fica, em
termos atuais:

Quando a forga resultante sobre um objeto é zero (ZIE = 0), a aceleragao
do objeto é zero (a=0) e, portanto, a sua velocidade vetorial permanece cons-
tante (V = constante).

Conclusoes

a) Se a velocidade vetorial for zero (\7 = 0), o objeto encontra-se em estado
de repouso ou de equilibrio estatico.

b) Se a velocidade vetorial for constante, V = constante, implica que o es-
tado de movimento é retilineo uniforme ou estado de equilibrio dinamico, o qual
é caracterizado por a=0.

Sistemas inerciais de referéncia

Um sistema inercial de referéncia € um sistema em que a Primeira Lei de
Newton é valida, ou um sistema em relagéo ao qual a =0 para qualquer objeto
com forca resultante igua a zero (Zﬁ - ()).

Sistemas nao inerciais de referéncia

Qualquer sistema que acelere em relagado a um sistema inercial de refe-
réncia € um sistema nao inercial de referéncia.

1.3.2.2 Segunda Lei de Newton

Definicdo de momento ou quantidade de movimento p. Define-se 0 mo-
mento p de um corpo de massa M como sendo o produto da massa pelo vetor
velocidade do corpo. Desse modo, assim como a velocidade, 0 momento tam-
bém é uma grandeza vetorial. Momento p:

p=mv

A Segunda Lei de Newton foi formulada em termos da variagdo do mo-
mento p e diz que a variagdo do momento p é proporcional a forga motriz impri-
mida e atua na direcédo da reta segundo a qual a forga é dirigida.



. dp _ dm 4 d -y AV
2F= at :dt_dt(mv) at (1)

Em termos da aceleracdo de um objeto, a segunda lei de Newton diz que
a resultante de todas as forgas que atuam sobre um corpo € igual ao produto da
sua massa pela aceleragcao. Desse modo, a segunda lei de Newton fica:

Zﬁzmé (1.9)

A aceleragao de um objeto é proporcional a forga resultante exercida sobre
ele, e a massa do objeto é o fator de proporcionalidade entre a forga resultante
€ a aceleracgao.

No Sistema Internacional (Sl) essas grandezas sao dadas por:
[F1 =N (Newton)

[m] = kg

[a] = m/s?

Entéo:

1N = 1kg.m/s?
1.3.2.3 Terceira Lei de Newton

A toda acado opde-se uma reagdo igual; ou, as agdbes mutuas de um corpo
sobre outro tém sempre a mesma direcéo e sentidos opostos.

Se o objeto B exerce uma forga F sobre o objeto A, entdo o objeto A exer-
ce sobre B uma forga igual e oposta (—IE). As forgas ocorrem em pares, atuando
em corpos diferentes. Nao pode existir uma forga unica.

1.3.2.4 Forca de atrito

Quando um corpo desliza sobre outro, cada um exerce sobre o oposto
uma forca de atrito paralela as superficies e em dire¢ao oposta ao movimento
relativo entre eles. Mesmo quando os corpos estdo em repouso, pode haver
forca de atrito entre eles. Por exemplo, se tentamos empurrar uma caixa pesada
que repouse no chao, a forca que aplicamos na horizontal pode nao ser sufi-
ciente para deslocar a caixa, pois o chao aplica sobre a caixa uma forca de atrito
igual e oposta a forca que estamos aplicando.



Na figura a seguir, T é a forca que empurra o corpo de massa M para a di-
reita. P é a forga peso (P = Mg), em que g € a aceleracao da gravidade. N é cha-
mada for¢ca normal, e é a forga que o chao aplica no corpo. N é a reacao a forca
peso (Terceira Lei de Newton). F_ € a forga de atrito entre o corpo e a superficie
e tem médulo igual a forca T e sentido contrario a esta. Se aumentarmos o valor
da forga T, a forga de atrito F, também aumentara até atingir um valor maximo.
Esse valor maximo é conhecido como forga de atrito estatico e seu modulo é
dado por F, =u.N, em que p_ é chamado de coeficiente de atrito estatico. Se a
forca T for maior ou igual que o valor maximo da forca de atrito, o corpo desli-
zara. Quando o corpo desliza, o coeficiente de atrito tem um valor diferente do
coeficiente estatico e € chamado de coeficiente de atrito de escorregamento, ou
atrito cinético u,. Neste caso, a forga de atrito € dada por F, = u,N. Na figura, se
0 objeto estiver em repouso, a soma das forgas sera nula. Somando as forgas
na horizontal e na vertical, encontramos:

Na vertical:
N-P=0—-N=P=Mg

Na horizontal:

TOFR=0—-T=F, =p,N=uMg

Entao:

T=u, Mg

Quando o corpo se desloca com velocidade constante, sua aceleragao a
€ nula, e na vertical continuamos tendo N = Mg. Na horizontal, como a = 0 tam-
bém temos T = F_. No entanto, como existe movimento, a forga de atrito € dada
por F, =, N. Entdo temos:

T=F,=pu N=yuMg.

Se a forga T for maior que a forga de atrito F_, a somatoria das forgas na
horizontal sera diferente de zero e o corpo adquirira uma aceleragao a no senti-
do da resultante. Neste caso, escrevemos que na horizontal a soma das forgas
€ dada por:



TUFR,=Ma—>T-pN=Ma—T-uMg=Ma

Quanto maior for a forga T, maior sera a aceleracéo a do corpo.

Fa I > T

A

Figura 1.6 Forgas que atuam sobre um corpo.

1.3.3 Trabalho e Energia

1.3.3.1 Trabalho realizado por uma forca constante

Suponhamos uma forga constante F atuando sobre um objeto que se
move em linha reta, durante um deslocamento /¢ = |AF|. O trabalho realizado por
um agente que exerce uma forga F sobre este objeto é igual ao produto da
componente da forga na dire¢do do deslocamento, (F cos 9), pela distancia per-
corrida pelo objeto (na dire¢cao do deslocamento).

Entao:

W=F-AFf=F¢cos6 (1.10)

O angulo 6 é formado pelos vetores for¢ca e deslocamento, como mostra a
figura a seguir, e pode assumir os valores:

7

—— {

Figura 1.7 Deslocamento de um corpo sujeito a uma forga F.

1) A forga é aplicada no sentido do deslocamento:

0=0°—>cos0°=1->W=F-¢



2) A Forga € aplicada no sentido contrario ao deslocamento:
6=180°—cos180°=-1->W=-F-/

3) A forca é aplicada numa direcao diferente do deslocamento:
0°<6<180°—>W=F-/-cos6

4) A forca é aplicada numa direcao perpendicular ao deslocamento:

0=90° —cos 90°=0->W=0

Neste caso, nenhum trabalho é realizado sobre o objeto e este ndo se
movimenta.

A unidade de trabalho é o Joule, representado pela letra J, e € igual ao
produto de 1 Newton por 1 metro, logo: 1J = 1N . 1m.

1.3.3.2 Trabalho realizado por uma forca variavel

Uma forga F atua ao longo do movimento retilineo de um objeto no eixo-x.
A componente do deslocamento é Ax, e a componente da forga é F, (x). A Figu-
ra 1.8 representa um grafico tipico de F, (x) em funcao de x.

/

(@) (b)

Figura 1.8 Graficos tipicos para uma forga variavel: em (a) para um pequeno desloca-

mento AX; em (b) para um deslocamento maior.

O trabalho realizado pela forga variavel para todo o deslocamento de x, a
X, pode ser aproximado, somando-se o trabalho realizado em cada um, de um
grande numero de pequenos deslocamentos Ax, tomando-se cada subintervalo su-
ficientemente pequeno para que a variagéo da for¢a dentro de cada intervalo seja
desprezivel.



Aproxima-se o trabalho AW realizado pela forca para o deslocamento
Al = Axi, calculando-se a componente F, (x) no ponto médio X do subintervalo
e escrevendo:

AW ~F - Axi =[F, (X)]-(Axi) =F, (X) Ax

@W e igual a area da regido retangular de altura F, (i) e base Zx. Soman-
do-se as contribuicbes para cada deslocamento incremental ¢k, para todo o
deslocamento de x. até x,, obtém-se:

W= Y F, (X)Ax

Seja N o numero de subintervalos no intervalo x; —x;, com NAX = x; — X;

"
Aumentando N e diminuindo Ax correspondentemente, a precisao da apro-

ximagao para o trabalho ficara melhor, porque a forga F, (x) varia ainda menos em
um subintervalo Ax menor. No limite,

N—oo
Ax—0 X

lim > F, (x)Ax = TFX (x)dx

ou seja:

(1.11)

Se a forga for constante,

W =F (x; - x;) (1.12)

1.3.4 Teorema trabalho-energia

O trabalho total realizado pelas forgas externas sobre um corpo esta relaciona-
do ao deslocamento do corpo. No entanto, o trabalho também pode ser relacionado
a variagao de velocidade do corpo. No exemplo mostrado na Figura 1.7, no primeiro



caso, a forga resultante atua na mesma dire¢cao do deslocamento e, portanto,
0 corpo acelera e o trabalho é positivo. No segundo caso, a forga é contraria
ao movimento, pois o corpo esta se movendo com velocidade constante e uma
forca é aplicada no sentido contrario. O corpo desacelera e o trabalho realiza-
do pela forga externa é negativo. Neste caso, a velocidade diminui. No terceiro
caso, a forca é aplicada em uma diregao diferente da direcdo do deslocamento.
Neste caso, se 0° <0< 90°, o trabalho é positivo e se 90° < 6 < 180°, o trabalho
€ negativo. Finalmente, no quarto caso, a forca é perpendicular ao desloca-
mento, o trabalho realizado pela for¢a é nulo e ndo ha variacao de velocidade
do corpo. Conclui-se que quando o trabalho é positivo a velocidade do corpo
aumenta e quando o trabalho é negativo a velocidade diminui.

Busca-se encontrar uma expressao que relaciona o trabalho realizado por
uma forca com a variacéo de velocidade do corpo. A forga resultante esta rela-
cionada com a aceleracao pela expressao:

F =Ma

A velocidade v do corpo esta relacionada com a aceleragéo a e 0 espaco
percorrido d pela expressao:

v2=v2+2ad—a=(v2-v2)/2d

O trabalho realizado pela for¢ca aplicada no sentido do deslocamento é
dado por:

W=F-d=M-a-d=M (v -v?2)/2
(1.13)

A energia cinética do corpo ¢é definida como:

Py
Ml
N| =

Mostra-se que a Equacao 1.13 é valida para qualquer direcao entre a forga
e o deslocamento e define-se o teorema trabalho-energia como o trabalho
realizado pela forga resultante que atua sobre um objeto é igual a variagdo da
energia cinética do objeto.



Wres. =AK= Kf - Ki

(1.14)

Kaumenta se W > 0, K diminui se W < 0 e K = constante se W__ = 0.

1.3.5 Conservacao da quantidade de movimento

1.3.5.1 O centro de massa

A Figura 1.9 mostra um sistema com duas particulas de massas m, e m,
separadas por uma distancia d.

yJL

Xem

m m

1 2
O O
4—X1—+—d—r X

X2

Figura 1.9 Sistema de coordenadas com duas particulas separadas por uma distancia d.

A posicao do centro de massa fica:

_ MeXy +MyX,

X —_—_— & =
cm m, +m, (1.15)

Sendo M = m, + m, a massa do sistema, a Equagé&o 1.15 fica:

_ MiXy + MyX,

Xem M (1.16)

A Equacéao 1.16 pode ser estendida para um sistema de n particulas, dis-
postas ao longo do eixo x. E o centro de massa fica localizado em:

X =—3Y mx
cm MZ i (1.17)



Se as particulas estiverem distribuidas em trés dimensdes, o centro de
massa sera identificado por trés coordenadas

__zml i ycm=1 n

1 n
M ; myi Z.m

(1.18) |
Usando a linguagem vetorial, o vetor posicao &

f=X; 4y frz K

(1.19)
A posicao do centro de massa de um sistema de particulas é dada pelo
vetor posicao:

cm = Xcm i Yem -T+Zcm 3

(120) |
As trés equacgdes escalares podem ser substituidas por uma equacgao
vetorial:

X
fem = M:1

(1.21)

1.3.5.2 Quantidade de movimento linear

A quantidade de movimento linear de uma particula € definida como o
produto da sua massa pelo seu vetor velocidade

(122) |
Newton expressou sua Segunda lei do movimento em termos da quanti-
dade de movimento:

A taxa de variagcdo com o tempo, da quantidade de movimento linear de

uma particula, é igual a forgca resultante que atua sobre a particula e possui a
mesma direcdo e 0 mesmo sentido desta forca. Entao

(1.23)



logo,

g o_d_d (mV)=m

Fres = av =
dt dt

—=ma
dt

Assim, as relacoes:

Q.
hol
[}

=Ma

T
Il
=1
=
@

res res

sdo expressoes equivalentes da Segunda Lei de Newton para uma particula.

1.3.5.3 Quantidade de movimento linear para um sistema de particulas

Para um sistema de particulas, cada uma com sua massa m,, velocidade
Vi e quantidade de movimento linear p;, em que as particulas podem interagir
umas com as outras assim como as forgas externas podem agir sobre elas, a
quantidade de movimento linear total P é definida como a soma vetorial das
quantidades de movimento lineares das particulas individuais:

P=p;+Py +Ps+...+P, =MVy+ MV, + MV +...+ MV, (1.24)

Logo, em relagdo ao cm,

Qcm (1.25)

A quantidade de movimento linear de um sistema de particulas € igual ao
produto da massa total do sistema M, pela velocidade do centro de massa.

Analogamente,

Foo = o =M= (V) = M3, (1.26)



1.3.5.4 Conservacgao da quantidade de movimento linear

Quando a forga resultante que atua sobre um sistema de particulas é nula
(sistema isolado) e ndo ha particulas saindo ou entrando no sistema (sistema
fechado), entao:

F.es =0 €, portanto,
dpP -0 (1.27)
dt

que leva a conservagao de P.

Se a forga externa resultante que atua sobre um sistema de particulas for
nula, a quantidade de movimento linear total sobre o sistema se conserva.

1.3.5.5 Quantidade de movimento linear e energia cinética em colisdes

» Colisao elastica — a energia cinética total do sistema de corpos que se
chocam se conserva.

» Colisao inelastica — a energia cinética total do sistema de corpos que se
chocam nao se conserva.

» Colisdo completamente inelastica — apdés o choque o0s corpos nao se
separam.

Independentemente dos detalhes das impulsées em uma colisdo e do que
acontece com a energia cinética total do sistema, a quantidade de movimento
linear total P de um sistema fechado e isolado ndo pode mudar. A razéo é que
P so pode ser alterado por forcas externas (de fora do sistema), mas na colisao
as forgas sao internas (de dentro do sistema). Assim:

Em um sistema isolado (nao ha forgas externas resultantes atuando sobre
os corpos dentro do sistema) e fechado (ndo ha massas entrando e nem saindo
dele), contendo uma colisdo, a quantidade de movimento linear total P do sis-
tema nao pode variar, seja a colisdo elastica ou inelastica.



1.3.6 Gravidade e energia potencial gravitacional

1.3.6.1 Atracéo gravitacional

A gravidade é a mais fraca das forcas fundamentais do Universo. A atra-
¢ao gravitacional de corpos macroscoépicos entre duas pessoas, por exemplo, é
muito pequena para ser percebida.

Entre corpos muito grandes, como estrelas, planetas, satélites, a gravida-
de tem uma grande importancia.

Ea gravidade que nos mantém sobre o solo, além de manter a Terra e os
outros planetas nas suas respectivas orbitas do sistema solar. A forga gravitacional
tem um papel importante na histéria das estrelas, no comportamento das galaxias,
e no controle da evolugdo do Universo.

O homem sempre esteve fascinado pelo movimento dos corpos celestes e
das possiveis consequéncias destes movimentos para a vida na Terra.

Com os dados observados pelo astrbnomo Tycho Brahe, Johannes Kepler
descobriu empiricamente que as trajetérias dos planetas em torno do Sol eram
elipticas.

Foi Isaac Newton quem mostrou os fundamentos de uma teoria da gra-
vitacdo que comprovava as predi¢cdes de Kepler e as observagdes de Brahe.
Mas foi muito mais além ao analisar a interagao entre duas massas quaisquer.
Quando um corpo de massa m, esta a uma distancia r de outro corpo de massa
m,, a forga de atrag&o entre eles esta dirigida ao longo da reta que une os corpos
e tem a forma:

_ oMMy
F=G 2 (1.28)

com G=6,67x10"m?/kg-s?

Para o caso do corpo a uma altura h da superficie da Terra, essa forga de
atracao (conforme a Equacao 1.28) tera a forma:

M:m

F(RT + h) = Gm

(1.29)

E o denominador podera ser escrito como:



)
. R [1 + 1]
(Ry +h)? Ry (1.30)

Quando a altura do corpo de massa m for pequena em relagéo ao raio da
Terra, pode-se aproximar o termo em parénteses por uma expansao em séries
de poténcias, ou seja:

-2
] g )
T T (1.31)

Assim, substituindo a Equacéo 1.30 e a Equacgao 1.31 na Equagao 1.29,
tem-se:

F(RT+h)=mg{1—2(R—th:|

Se a altura h for muito menor que R, essas corre¢gdes podem ser despre-
zadas, e considera-se a aproximacéo trivial:

(1.32)

F(Ry +h)=mg 133)

Na superficie da Terra a forga de atragédo entre os corpos tem a forma:

Mym

RZ (1.34)

FR)=G

Definindo-se a aceleragao da gravidade g como:

R2 (1.35)

A Equacéo 1.29 torna-se:

F(Ry)=mg



Entao, pode-se definir o peso do corpo como uma forgca constante e inde-
pendente da altura, da seguinte maneira:

P=mg (1.36)

1.3.6.2 Energia potencial gravitacional

Quando soltamos um objeto em repouso, do alto de um edificio, ele atinge
o solo com velocidade relativamente elevada, possuindo grande energia ciné-
tica. De onde vem essa energia? Isso acontece porque a forga gravitacional
exerce um trabalho sobre o objeto durante a sua queda e, como vimos na se-
¢ao 1.3.4, o trabalho realizado pela for¢a resultante que atua sobre um corpo é
igual a variacdo de energia cinética. O trabalho realizado pela resultante pode
ser estudado de uma forma diferente daquela da sec¢ao 1.3.3. Para isso vamos
inserir o conceito de energia potencial, que € a energia associada a posicao do
objeto.

Suponhamos um objeto de massa m nas proximidades da superficie da
Terra. O seu peso é dado por P = mg. Agora, calculemos o trabalho realizado
por um agente para deslocar este objeto com velocidade constante desde uma
alturay, até uma altura y, (y,> y,). Para deslocar o objeto com velocidade cons-
tante é necessario que a soma das forgas que atuam sobre ele seja igual a zero,
portanto, o agente deve aplicar uma forga igual em médulo a for¢a peso, porém
com sentido contrario a esta. A forca F tem 0 mesmo sentido do deslocamento
e o trabalho realizado pela for¢a peso € igual a:

Yo Y2
W,, = [ F,(y)dy = [ mg dy = mg(y, - y,)

Y1 Y1

A grandeza mgy recebe o nome de energia potencial gravitacional e é
representada pela letra U:

U = mgy

O seu valor inicial € U, = mgy, e o valor final € U,= mgy, A variagao de
energia potencial € definida como o seu valor final menos o inicial. Entdo:



AU =U, -U, =mgy, —mgy,

O trabalho realizado pelo agente que deslocou o objeto € igual a variagéao
da sua energia potencial. Note que foi usado uma forga igual a forga peso mg,
porém de sentido contrario, para desloca-lo e calcular a sua energia potencial.
Desse modo, o trabalho realizado pela forga peso ao deslocar um objeto entre
dois pontos pode ser definido como sendo iguala —AU=U, -U,

Como o trabalho realizado por uma forga sobre um objeto é igual a varia-
¢ao de sua energia cinética, podemos igualar o trabalho realizado pela forca
peso sobre um objeto que cai com a sua variagao de energia cinética:

Wi, =U; —U, =mgy, —mgy, =m(v¢2 - v2)/2

Normalmente, define-se a referéncia para a energia potencial como sendo
U=0emy =0 (no solo). Qualquer posi¢cao do objeto acima do solo tem energia
potencial positiva.

1.3.7 Corpos rigidos, rotagao e momento angular

1.3.7.1 Translacéo e rotacéo de um objeto rigido

Translacgao

Um objeto rigido sofre um movimento de translacdo quando cada particula
do objeto tem o mesmo deslocamento no mesmo intervalo de tempo.

Rotagao

Um objeto rigido sofre um movimento de rotagcdo quando cada particula
do mesmo descreve um circulo (com excecgéo das particulas que estdo sobre
o eixo de rotagao). O eixo de rotagdo é uma reta que passa pelos centros dos
circulos descritos pelo movimento das particulas.

Um exemplo de movimento combinado de translagao e de rotagdo é o mo-
vimento da roda de um carro em relagao a um referencial fixo a Terra. Para este
referencial, o eixo de rotagao da roda (ao longo do préprio eixo da roda) executa
um movimento de translagdo ao longo da estrada.

Se a estrada é retilinea, a orientacdo do eixo da roda permanece fixa em
relacao a este referencial.



O movimento circular ou quase circular € comum na natureza e em apa-
relhos mecanicos.

Um objeto que se move em um circulo estd em aceleragcdo, mesmo que
sua velocidade (em mdédulo) seja constante.

Ha uma aceleracao durante o movimento circular uniforme porque o vetor
velocidade esta continuamente mudando sua direcao.

Se a velocidade v de um objeto é constante e o vetor v muda constante-
mente de dire¢cdo, o movimento € circular uniforme. Nesse movimento, o vetor
aceleragdo a aponta para o centro do circulo e seu médulo é

ar~ =
c=7 (1.37)

Em que r é o raio do circulo. Essa € a aceleragao centripeta.

Pela Segunda Lei de Newton, um objeto em movimento circular uniforme
deve ter uma forca exercida sobre ele, dirigida para o centro do circulo. Como

Y F=ma

E a aponta para o centro do circulo com médulo

~ V2
|a|—T

2 F deve também apontar para o centro do circulo e,

‘2 'E‘ - mT\/Z =Fq (1.38)

Essa forga resultante é a forga centripeta.

1.3.7.2 Medida angular

S=ro (1.39)



0

Figura 1.10 Relag&o entre o deslocamento linear s e o deslocamento angular 6.

1.3.7.3 Velocidade vetorial angular

A velocidade escalar angular é:

_de

=— 1.40

Mas: |®| =,
E a velocidade vetorial angular fica:
de de

- =—_—W
O=—r=5 (1.41)

xyY

Ne
Figura 1.11 Representagao da velocidade vetorial angular (vetor saindo do plano da
pagina, no sentido e diregdo do eixo z).

1.3.7.4 Aceleracao angular

Para uma melhor compreensao do que seria uma aceleragao angular, uti-
lizaremos como exemplo um carrossel. Imediatamente apds ligar (ou desligar)
um carrossel, a velocidade vetorial angular da plataforma varia.

A aceleracao angular da plataforma é igual a taxa de variacado de sua ve-
locidade vetorial angular.



A componente o, da aceleragéo angular € igual a taxa de variagdo da com-
ponente da velocidade vetorial angular em relagao ao tempo.

_do, d2

z

o. = =
£ dt dt2

(1.42)

Assim, o, € positivo quando ®, € crescente; € igual a zero quando o, €
constante; e € negativo quando w, € decrescente. O médulo da aceleragdo an-
gular é |d| =0,

A aceleracado angular a € um vetor cuja direcao é definida pela regra da
mao direita, que consiste em posicionar a mao direita com o polegar ao longo
do eixo de rotacao e os dedos dobrados ao seu redor, com as pontas dos dedos
direcionadas no sentido da rotag&o; o polegar distendido apontara na diregao
positiva de 6. Entdo, & = o k!

o.tem a mesma diregéo ao longo do eixo que ® = mzlgquando o, € cres-
cente; e dire¢do oposta a ® quando o, é decrescente.

1.3.7.5 Cinematica

1.3.7.5.1 Velocidade vetorial angular constante

Seja um prato giratorio, com uma velocidade vetorial constante

_do

2 =gt (1.43)

Integrando de um instante inicial t = 0 a um instante final t,

0=0,+[ 0,dt, o, =cte

0 (t) =0, +m,t (1.44)



1.3.7.5.2 Aceleracéo angular constante
Seja uma porta giratéria, com aceleragao angular constante,

dw

— 4

o, = dt (1.45)

Integrando de um tempo inicial t = 0 a um tempo final t,

t
W, =0, +Jooczdt, o, =cte

o, (t) =0, + ot (1.46)

Substituindo na Equacao 1.33, obtém-se

de
a:wzzmzo+azt

Integrando de um tempo inicial t = 0, até um tempo final t,
t
0=0, + [ (o, +0c,t)t
Entao:

Eliminando o tempo entre as Equacoes 1.46 e 1.47,

02 = 02, + 20, (0-6,) (1.48)



1.3.7.5.3 Analogia entre translacéao e rotacao

TRANSLACAO (uma dimens&o) ROTACAO (eixo fixo)

Velocidade linear constante Velocidade angular constante

X=X, +V,t 6=0,+w,t (1.49)

Aceleragao linear constante Aceleracao angular constante

vV, =V, +at 0, =,, +o,t (1.50)
1 2 = 1 2
v2=v2 +2a,(X-X,) o2 =02, +20,(0-96,) (1.52)

1.3.7.5.4 Relacdes entre grandezas rotacionais e translacionais

Uma particula P percorre um circulo de raio R e pode ser localizada, em
relagdo ao eixo x, pela coordenada de arco S, medida ao longo do arco. A
convencao de sinal para S € a mesma que para 6 (positivo no sentido anti-
horario).

A componente tangencial vetorial da particula P define-se como:

. ds

Vi = at (1.53)

Assim v, tem o mesmo sinal algébrico de o .

Figura 1.12 Relac¢des entre a grandeza rotacional 6 e a grandeza translacional s.

:ﬁzﬂsz_e ou v, =R,
t

Vi
dt dt



Como a particula P descreve um circulo, sua velocidade vetorial v sé tem
componente tangencial e sua velocidade v é:

V=|\7|:Vt:R|(I)Z| ouv=Rwm (1.54)

Para uma dada velocidade angular m, a velocidade linear de uma particula
€ diretamente proporcional a sua distancia R do eixo de rotacao.

A aceleragdo linear a resolve-se em componentes tangencial a, e radial a..

A componente tangencial a, da aceleragéo linear a de uma particula per-
correndo uma trajetéria circular define-se como a derivada, em relagéo ao tempo,
de componente tangencial da velocidade vetorial linear:

X

Figura 1.13 Componentes da aceleragéo vetorial linear.

_%_ d(RO)Z) _Rdo‘)z

a, = = =
dt dt dt
o, =—->= :
Como o, at vem
a,=Ro, (1.55)
Usando conhecimentos anteriores:
V2
a=—
R
Substituindo a Equacgéao 1.44,
a, =Rw? (1.56)



&l [a2, 42 _ 2 4
a=|a|=\af +af =RJo’ + (157)

1.3.7.5.5 Energia cinética rotacional: momento de inércia

Quando uma roda gira, ha energia cinética associada a rotagdo. A roda
€ constituida de muitas particulas, e a energia cinética de uma particula i de
massa m, que possui velocidade v, é:

1 2
Kizzmiv- (1.58)

A energia cinética K de toda a roda é a soma das energias cinéticas de
todas as n particulas que a compdem:

w? miRi2

i=1

(1.59)

N| =

n
m; Vi2 :2
i=1

N| =

As particulas possuem velocidades lineares Vi diferentes, mas roda é ri-
gida, cada particula tem a mesma velocidade angular @. A Equagao 1.58 pode
ser escrita,

1 n
K:Em(z miREJ (1.60)
i=1

Por definicdo, chama-se Momento de Inércia I, (ou Momento Rotacional):

=) mR? (1.61)
i=1

K=—lw?2 (1.62)

O momento de inércia de um objeto em relagdo a um eixo é a propriedade
do objeto que o faz resistir a uma variagdo em sua velocidade vetorial angular
em relacado aquele eixo.



1.3.7.5.6 Momento de inércia de um objeto continuo

Ao lembrar que a roda usada como exemplo para definir o momento de
inércia possui um numero n muito grande de particulas, o calculo da Equa-
¢ao 1.59 pode ser muito complicado para esta roda, ou qualquer outro objeto
continuo.

Considerando cada particula com uma massa
Am; =p,AV,

Em que:
p; € a densidade de massa do material
@v, € o pequeno volume ocupado pela particula

Entdo, o momento de inércia fica:

1= AmR? = 3 pAVR?

Quando o volume &v; tende para um dV infinitamente pequeno, a soma se
transforma em uma integral:

= i AVR2 = 2
| AI\l/irEOEp,AV,RI ipR dv (1.63)

Este € o momento de inércia de um objeto continuo. A integracao é feita
sobre todo o seu volume V.

1.3.7.5.7 Teorema dos eixos paralelos

Este teorema relaciona o momento de inércia |, em relagdo a um eixo que
passa por um ponto P arbitrario com o momento de inércia |, em relagdo a um
eixo paralelo, que passa pelo centro de massa do objeto. Sendo M a massa do
objeto e d a distancia entre os dois eixos, vale:

Ip = Iy +Md2 (1.64)



1.3.7.5.8 Objetos em rolamento

Quando um objeto rola sem deslizar, ha uma relagao simples entre a velo-
cidade linear v do seu centro de massa e a velocidade rotacional @ em torno
de um eixo passando pelo seu centro de massa.

Seja uma roda de raio R, rolando no instante t e depois no instante t. A
distancia Ax percorrida pelo centro da roda em um intervalo de tempo At é igual a
distancia As percorrida pelo ponto de contato ao longo da beira da roda: Ax = As.

Se v é a velocidade linear do centro da roda e ® € a velocidade angular
em relacéo ao eixo de rotagao, entao:

_AX_As_p A6 o ouv=Ro (1.65)

V=—=—=
At At At
1.3.7.5.9 Energia cinética de um objeto em rolamento

Um objeto em rolamento, em um instante t arbitrario, gira em torno de um
eixo paralelo ao seu eixo de rotagao, que passa por um ponto P de contato que
esta instantaneamente em repouso. Logo, P define o eixo de rotagéo instan-
tdneo do objeto. As velocidades vetoriais sao dirigidas perpendicularmente a
uma reta emanando de P e possuem médulos proporcionais aos comprimentos
dessas retas.

A velocidade vetorial no topo do objeto é 2v, a velocidade vetorial do cen-
troCév.

A velocidade angular ®p, em relagéo a um eixo por P, é igual & velocidade
angular @ em relagéo a um eixo por C, porque a velocidade de C em relagdo
aPé wp R eavelocidade de P emrelagédo a C é o R.Assim, ®p R=0:R

.'.(_J:)P:(I)C:(D

A energia cinética do objeto é:
K= 2 lp00? (1.66)

Se a distribuicdo de massa do objeto for simétrica em relagdo a um eixo
que passa pelo seu centro de massa, o teorema dos eixos paralelos da:

1
KZE('CM +Md2)0? | comg=R



O objeto rola sem deslizar, logo: v=m R ou ® =%

Entao,

2
1 1 Vv 1 1
KZEICM(DZ-’_EMRZ(ﬁ) =§|CM(,02+§MV2 (1.67)
A energia cinética de um objeto rolante é a soma de um termo correspon-
dente a rotacdo em torno do centro de massa com outro termo correspondente
a translagao do centro de massa.

1.3.7.5.10 Momento angular

O momento angular (ou quantidade de movimento angular) de uma parti-
cula de massa M é o analogo rotacional do momento linear (ou quantidade de
movimento linear p=mv ), e é definido como o produto vetorial de r por p.

L=rxp (1.68)

O momento angular de uma particula e o torque associado a forga resul-
tante que atua sobre esta particula estao relacionados. Derivando, em relacao
ao tempo, a Equacao 1.58, tem-se:

db_d . -
pranbriGidy) (1.69)
dp = <
Como P F ., a Equagéo 1.69 torna-se:
dL . = dC
—=rX e, portanto — =71 1.70
dt s &P at 7o

1.3.7.5.11 Momento angular de um sistema de particulas

Considerando um sistema de N particulas, o momento angular total é:

N
L=L,+L, +.+Ly =)L, a71)
i=1



Calculando a derivada, em relagdo ao tempo, da Equacao 1.71:

dL d( ~j N dL.,
== L =) —
dt dt(g < dt (1.72)

Mas a variacdo do momento angular da i-ésima particula pode ser escrita

como:
dL, o~ dp . -
—=— X——=mV, XV +IxF
dt dt pI 1 dt I I 1 I (1 73)
Com,
dﬁi _ [ _FINT | PEXT
Gt F=F"+F (1.74)
Assim, temos:
AL b S FNT 4 XEEXT T 4 gE
dt i [ i [ i i (1.75)
Desse modo, podemos escrever a Equacgao 1.72 da seguinte forma
dl:_ N"INT N"EXT_"INT T EXT
a—éri +i§ri =TINT + 7 (1.76)

Mostraremos que o torque interno é nulo, pois as forgas surgem aos pares
como interacao entre os pares de particulas, ou seja:

T
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I
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=

(1.77)

I
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Usando a Terceira Lei de Newton, temos que fiJ = —fji , logo:

I
N



7 INT :2[(Fi —Fj)xf”} (1.79)

Em que F,—f € um vetor contido na reta que une as particulasiej, e essa
reta também contém a for¢ca f; Portanto, o produto vetorial entre eles é nulo,
pois os vetores sao paralelos. Desse modo:

dL
ZINT _ _ =EXT
T =0e gt ¢ (1.80)

1.3.7.5.12 Conservacdo do momento angular

Considerando um sistema de N particulas, a variagdo do momento angular
total é igual ao torque externo:

£ — 7EXT
dt (1.81)

Se esse sistema estiver isolado, e o torque externo for nulo, o momento
angular total sera constante.

-

%:Oél::constante (1.82)

Esse resultado € o analogo rotacional da conservagao do momento linear
total.

1.4 Consideracdes finais

Esta unidade deu uma viséo geral da Mecanica Newtoniana, descrevendo
de maneira rapida os conceitos sobre cinematica, Leis de Newton, Trabalho e
Energia, Gravitagao e Rotacao.
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Mecanica Ondulatoria






2.1 Primeiras palavras

Nesta unidade serdo apresentadas as nogdes da Mecanica Ondulatéria.

2.2 Problematizando o tema

Quando um sistema que se encontra em posicao de equilibrio é perturba-
do, ocorrem os fendbmenos ondulatérios que serdo estudados a seguir.

2.3 Oscilacoes simples e acopladas

2.3.1 Introducao

As oscilagdes e as ondas sao fendbmenos de fundamental importancia na
fisica. As oscilagbes correspondem a vibragdes localizadas, ao passo que as
ondas estdo associadas a propagagao.

Oscilagbes sdo encontradas em todos os campos da fisica, desde a fisica
classica até a mecanica quantica. Exemplos de sistemas mecanicos vibratorios
incluem péndulos, diapasbes, cordas de instrumentos musicais e etc. A corrente
elétrica alternada também ¢é oscilatéria. Em outros sistemas dindmicos de natu-
rezas diversas, sejam quimicos, biolégicos, ecoldgicos ou econdmicos, as oscila-
¢Bes podem ocorrer dependendo de certas condigdes.

2.3.2 Movimento harménico simples

Suponha que um objeto de massa M € preso a uma mola que é esticada e
comprimida. A mola exerce uma forga sobre o objeto. Essa forca é proporcional
ao deslocamento da mola a partir de sua posigéo de equilibrio, e € no sentido
oposto ao deslocamento:

= kX (2.1)

b

Essa formula para a forca é chamada Lei de Hooke. As molas reais obe-
decem esta lei para pequenos deslocamentos. Na Figura 2.1 pode-se observar
o sistema composto por uma massa e uma mola, em que no caso (a) o sistema



estad em equilibrio estavel, em (b) a mola esta estendida e em (c) a mola esta
comprimida.

Suponha que a mola seja estendida por uma distancia d e seja liberada. O
objeto preso a mola acelera com aceleragao
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Figura 2.1 Sistema massa-mola: (a) sistema em equilibrio estavel, (b) mola esticada e

(c) mola comprimida.

O objeto ganha velocidade a medida que se move para a posi¢cao de equi-
librio, ja que a aceleracao é na direcdo de sua velocidade. Quando a mola esta
na posicao de equilibrio, a aceleragao € zero, mas o objeto possui energia ci-
nética. Ele passa da posicdo de equilibrio e comega a desacelerar, ja que a
aceleracao é no sentido oposto ao sentido da velocidade. Desprezando o atrito,
ele parara quando a mola estiver comprimida por uma distancia d e entdo se
acelerara de volta para a posicao de equilibrio. A mola novamente passa pela
posicao de equilibrio e para na posic¢ao inicial quando a mola esta estendida por
uma distancia d. O movimento se repete. O objeto oscila de um lado para outro.
Ele executa um movimento harménico simples.



Apenas serao considerados movimentos em uma dimensao. A Equacao
2.2 deve ser resolvida para a posicdo em fungao do tempo, X(t). Nota-se que a
aceleracgao € a derivada temporal da velocidade, de modo que se pode escrever
a = dv/dt, e como v = dx/dt, temos que a aceleragao é a derivada segunda da
posicéo: a = d?x/dt?. Logo, pode-se escrever a Equagéo 1.2 como:

d2x k d2x
a0 00 G =y @3

Em que: u)=\/K
m

Como x € fungdo do tempo, temos que encontrar uma fung¢ao cuja deriva-
da da derivada seja proporcional a propria fungdo. Conhecem-se duas funcbes
que satisfazem esse critério: a fungao seno e a fungao cosseno. A combinagao
dessas duas fungdes também serve, e deve ser a forma mais geral da solugéo
procurada. Logo,

X (t)=[ Asen(at) + Bcos (ewt) |mmmm (2.4)

€ uma solucao da Equacao 1.3. Note que as constantes A e B devem depender
das condicdes iniciais do problema. No caso do problema da mola explicada
anteriormente, no tempo inicial, quando t = 0, x(t=0)=d e v(t=0)=0. Da
segunda condigdo, temos que B = 0, ja que V()= o[ -Asen(wt)+Bcos(ot)].
A primeira condi¢cdo determina que A = d. Logo, a solugéo do problema do objeto
preso a mola é dada por

Em que se define T como:

2n 2w
_cn _em (2.6)
k 0}

m

T

A Equacgao 2.5 mostra que as condi¢cdes de movimento se repetirdo para
valores de t =T, 2T, 3T e etc. Logo, T é conhecido como periodo do movimento.



A amplitude da oscilagéo é dada por d. Esse é o valor maximo do deslocamento a
partir da posicao de equilibrio.

O periodo T é independente da amplitude. Nao importa quanto a mola seja
esticada inicialmente, o movimento possuira o mesmo periodo. A frequéncia do
movimento da o numero completo de oscilagdes por unidade de tempo. Ela é
medida em unidades de Hertz, (1Hz = 1/s). A frequéncia:

k
fol_Ym _© 2.7)
T 2 2rn

€ a frequéncia natural de ressonéancia do sistema. Também pode-se definir a
frequéncia angular ® que engloba o fator 2r da relagdo anterior: o = 2xf.

A velocidade do objeto em fung¢ao do tempo é dada por
2mt
V= VngSen| | = Vg sen(ot) 2.8)

Emque v,z =2nd /T=2ndf = od

Desse modo, analisando o comportamento da velocidade de um oscilador
harmonico simples (Equacao 2.8) e o deslocamento exibido por ele (Equagao
2.5), nota-se que a velocidade é maxima quando o deslocamento é zero e o
deslocamento € maximo quando a velocidade é zero, mostrando que a veloci-
dade e o deslocamento estao fora de fase.

2.3.3 Movimento harmdnico amortecido

Nos movimentos oscilatérios reais ha dissipagdo de energia mecanica por
causa da acéao de forgas de atrito. Por exemplo, uma mola, ou um péndulo sim-
ples acabam por deixar de oscilar sem interferéncia propositada.

Quando a energia mecanica de um movimento oscilatério diminui com o
tempo, o movimento € amortecido. Se as forgas de atrito ou de amortecimento
forem pequenas, o movimento é quase periddico, mas a amplitude diminui lenta-
mente com o tempo.

Para o movimento amortecido, o corpo esta sujeito a mais uma forga, a forga
de atrito F_, além da forga restauradora elastica, F = — kx. A forga de atrito tem
sentido contrario ao movimento, e seu valor aumenta quando a velocidade do
movimento também aumenta. A representagcdo mais simples e mais comum



dessa forca é ela ser proporcional a velocidade do corpo e ter sentido oposto a

velocidade:
F,=-\v 2.9)

Em que: A é a constante de proporcionalidade, denominada constante
de atrito. O sinal negativo indica que a forga de atrito tem sentido oposto da
velocidade

Desse modo, usando a Segunda Lei de Newton, pode-se escrever a forca
resultante deste sistema massa-mola, com a presenca da forga de atrito como:

—AV —kX=ma (2.10)

Novamente serdo considerados apenas movimentos em uma dimensao. A
Equacao 2.10 deve ser resolvida para a posi¢cao em fungéo do tempo, x(t). Logo:

d2x . dx

Dividindo pela massa m, temos:

d2x A dx k
—+——+—x=0
diz mdt m

Podendo reescrever os termos dessa equacao diferencial como:

d2x dax =,

Sendo y=A/2m chamada de constante de amortecimento e o, = (k/m)"? a
frequéncia angular do movimento harmdnico sem amortecimento.



2.3.4 Movimento harmonico amortecido forgado

Se além da forga elastica (F = —kx) e da forga de atrito (F =—Av), o sistema
massa-mola estiver sujeito a mais uma for¢a externa com a forma F = Focos(wft),
sendo o, a sua frequéncia angular, a equacgéo diferencial resultante da Segunda
Lei de Newton, pode ser escrita como:

d2x dx
mﬁ+xa+kx:F0 cos () (2.13)

Pode-se ver que essa equacao diferencial € semelhante aquela equacao
do movimento amortecido (Equacéo 2.11). A diferenca é, para as oscilagbes
amortecidas forcadas, o segundo membro nao é zero. Dividindo a equacgao an-
terior pela massa do sistema, tem-se:

d2x dx ., F
WJFZYEJF%X—ECOS(‘DJ) (2.14)

Em que y =/2m é a constante de amortecimento e o, = (k/m)'? a frequén-
cia angular do movimento harménico sem amortecimento.

Essa equacéo pode ser resolvida matematicamente, mas em vez disso,
pode-se tentar imaginar uma solucgéo fisica. Como a particula esta sujeita a uma
forca exterior com a frequéncia o, € l6gico pensar que a particula sera forcada
a oscilar com a frequéncia angular o, da for¢a aplicada. Assim, a tentativa de
solugao é:

x(t)=Asen(ot-a) (2.15)

Em que, por conveniéncia, foi dado um sinal negativo a fase inicial o.

Para ver se esta solugao € correta ou ndo, basta fazer uma substituicdo na
equacao diferencial (Equacao 2.15). Depois de fazer essa substituigdo, pode-se
ver que se

I:O
A= /m (2.16)




tgo.= L0 (2.17)

assumem tais valores, a Equagao 2.17 é uma solugdo da equacao diferencial.
Isso significa que esta € uma solugao “particular” e nado “geral” da equacao
diferencial.

A solugao geral daquela equacgao diferencial pode-se obter matematica-
mente com a seguinte formula:

x (t) = A, exp[—1t]sen(wt + o) + Asen(wt — o) (2.18)

A solucao tem duas partes, a primeira € uma oscilagdo amortecida e chama-se
solugéo transitoria. As constantes nesta parte da solugéo (A, e 0.,) dependem das
condigdes iniciais. Depois de algum tempo, a soluc¢ao transitdria torna-se despre-
zivel e predomina a segunda parte da equagéao, que se chama solugéo de estado
permanente. Essa parte da solu¢cao nao depende das condicdes iniciais.

Pode-se ver que a equacao do movimento de oscilagbes forgadas indica
que tais oscilagdes ndo sdo amortecidas, mas possuem amplitude constante
e frequéncia igual a da forga aplicada. Isso significa que a forga aplicada com-
pensa as forgas amortecedoras e fornece a energia necessaria para manter a
oscilagéo.

2.3.4.1 Efeitos de ressonancia

No limite de amortecimento fraco (y = y’) espera-se que, nas vizinhangas de
o, = 0;, a amplitude do oscilador harménico amortecido forgado seja maxima e apre-
sente uma fase que se altere rapidamente. A este dramatico aumento na amplitude
nas proximidades da frequéncia natural do oscilador da-se o nome de ressonancia.
Por este motivo o, € também chamado de frequéncia de ressonéancia do sistema.

A razao desse aumento da amplitude de oscilagdo na frequéncia de resso-
nancia é que a energia esta sendo transferida para o sistema sob condigbes mais
favoraveis.

2.3.5 Osciladores harmonicos acoplados

Com relativa frequéncia nos deparamos com sistemas fisicos que possam
ser representados pela associagcdo de dois ou mais osciladores que interagem



de modo fraco. A dindmica desse sistema é ao mesmo tempo interessante e
complexa. Alguns resultados essenciais para a dindmica de osciladores har-
monicos acoplados podem ser obtidos considerando-se dois osciladores livres
idénticos acoplados mutuamente. A dindamica desse sistema é dada pelas se-
guintes equagdes:

%+m§x1+x2(x1—x2)=0 (2.19)
dditz +@3X, + k2 (X, —X,)=0 (2.20)

Em que os dois osciladores sdo denominados 1 e 2, respectivamente, e k2
é a medida da intensidade do acoplamento entre os osciladores. A condi¢ao de
acoplamento fraco € encontrada quando x < w,.

A Figura 2.2 apresenta uma visualizagdo simples do ponto de vista meca-
nico do conjunto de dois osciladores acoplados, representados por dois siste-
mas massa-mola, levando-se em conta o amortecimento, sendo mutuamente
acoplados pela presenca de uma terceira mola, que interliga tais osciladores.

X.I xz =0
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Figura 2.2 Osciladores acoplados.
As solugdes para o conjunto de equagdes diferenciais ordinarias apresen-

tadas pelas Equagbes 2.23 e 2.24 podem ser obtidas aplicando-se técnicas
para solucédo de equagdes diferenciais ordinarias lineares, sendo dadas por:

X, (t)=Asen(ot+3;)+A,sen(m,t+3,) 2.21)

X, (t)=—Asen(wo,t+38,)+A,sen(w,t+35,) (2.22)

Essas solugdes sado dependentes das frequéncias o, e m,, que sdo dadas
por ®? =3 + 2x2 e ®3 = w3. Essas frequéncias podem ser escritas de modo



mais simétrico, como ®? = 02 + k2 e w3 = w2 — k2, com a introdugado da frequéncia
0% = 03 + k2. Tal frequéncia (o,) representa a frequéncia de qualquer um dos
dois osciladores harménicos, quando o outro oscilador € mantido fixo. As cons-
tantes A, A,, 6, e 6, s&o obtidas pelos valores iniciais das variaveis x,(0) e x,(0)
e por suas derivadas temporais.

2.4 Introducao aos fendmenos ondulatdrios

2.4.1 Conceito de onda

Onda é definida como qualquer perturbagao (pulso) que se propaga em
um meio. Por exemplo, uma pedra jogada em uma piscina provocara ondas na
agua, ja que o ato de jogar a pedra caracteriza-se como uma perturbagao. Se
notarmos a propagacao das ondas partindo desde o local da queda da pedra,
€ possivel perceber que elas seguem até a borda, mostrando uma propagagao
para todos os lados. Uma sequéncia de pulsos forma as ondas.

No exemplo, a piscina seria a fonte. Chama-se de fonte qualquer objeto
que possa criar ondas.

A onda é somente energia, pois ela so faz a transferéncia de energia ciné-
tica da fonte para o meio. Portanto, nenhum tipo de onda transporta matéria.

A - lambda
Comprimento de onda
crista
amplitude

vale

Figura 2.3 A onda e suas grandezas caracteristicas.

Todas as ondas possuem algumas grandezas fisicas, que séao:

Frequéncia: € o numero de oscilagdes da onda por certo periodo de tempo.
A unidade de frequéncia do Sistema Internacional (SI), € o hertz (Hz), que equi-
vale a 1 segundo, e é representada pela letra f. Entdo, quando é dito que uma
onda vibra a 60Hz, significa que ela oscila 60 vezes por segundo. A frequéncia
de uma onda s6 muda quando houver alteragdes na fonte.



Periodo: é o tempo necessario para a fonte produzir uma onda completa.
No Sl é representado pela letra T, e € medido em segundos.

E possivel criar uma equacao relacionando a frequéncia e o periodo de
uma onda:

T=1f ou T=Vf (2.23)

Comprimento de onda: € o tamanho de uma onda, que pode ser medida
em trés pontos diferentes: de crista a crista, do inicio ao final de um periodo ou
de vale a vale. Crista é a parte alta da onda; vale, a parte baixa. E representada
no Sl pela letra grega lambda (M).

Velocidade: todas as ondas possuem uma velocidade, que sempre é
determinada pela distancia percorrida sobre o tempo gasto. Nas ondas, essa
equacao fica:

v=A/Touv=XA-JYTouainda v=2»A-f (2.24)

Amplitude: é a altura da onda, a distancia entre seu eixo até a crista. Quan-
to maior for a amplitude, maior sera a quantidade de energia transportada.

2.4.2 Classificagao dos tipos de ondas

As ondas podem ser classificadas seguindo trés critérios: segundo a sua
natureza, a diregdo de propagacéo e a diregao de vibragéo.

Quanto a natureza, as ondas podem ser divididas em dois tipos:
Ondas mecéanicas: sao todas as ondas que precisam de um meio material

para se propagar. Por exemplo: ondas no mar, ondas sonoras, ondas em uma
corda, etc.

Ondas eletromagnéticas: sao ondas que nao precisam de um meio ma-
terial para se propagar. Elas também podem se propagar em meios materiais.
Exemplos: luz, raio-x, sinais de radio, etc.

Com relagao a diregdo de propagacao, as ondas podem ser divididas em
trés tipos:

Ondas unidimensionais: s6 se propagam em uma diregéo (uma dimensao),
como uma onda em uma corda.



Ondas bidimensionais: propagam-se em duas dire¢des (x e y do plano carte-
siano), como a onda provocada pela queda de um objeto na superficie da agua.

Ondas tridimensionais: propagam-se em todas as dire¢cdes possiveis,
como ondas sonoras, a luz, etc.

Com relacao a direcao de vibracao, as ondas sao divididas em dois tipos:

Ondas longitudinais: sdo as ondas em que a vibragédo da fonte & paralela ao
deslocamento da onda. Exemplos de ondas longitudinais sdo as ondas sonoras
(o alto falante vibra no eixo x e as ondas seguem essa mesma dire¢ao), etc.

Ondas transversais: a vibragdo é perpendicular a propagacado da onda.
Exemplo: ondas eletromagnéticas, ondas em uma corda (quando se balanga a
mao para cima e para baixo para gerar as onda).

2.4.3 Fungao de onda unidimensional

Considere um pulso ondulatério que se propaga para a direita ao longo
de uma corda tensionada, com velocidade constante v, conforme apresenta a
Figura 2.4. O pulso move-se sobre o0 eixo x (eixo da corda), e o deslocamento
transversal da corda é medido na ordenada y.
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Figura 2.4 Pulso ondulatério unidimensional.

No instante t = 0, a forma da onda pode ser representada por uma fun-
¢cao y:f(x). No instante t = t, o pulso avangou na corda de modo que sua
funcdo ndo é maisy = f(x). Se a forma do pulso é invariavel, pode-se introdu-
zir um novo sistema de coordenadas, com uma origem At que se move com
a velocidade do pulso v, sendo que nesse novo sistema de coordenadas o
pulso esta em repouso. A funcao de onda neste novo sistema de coordena-
das é y’ =f(x’), sendo valida para todos os instantes.

As coordenadas dos dois referenciais estao relacionadas da seguinte forma:

(2.25)

X=X+t (2.26)



Entao, a forma da onda no sistema de coordenadas original (O) pode ser es-
critacomoy =f (x - vt), sendo esta a fungéo de onda deslocando-se para a direita.
Utilizando o mesmo raciocinio, a funcao de onda deslocando-se para a esquerda
éy=Ff(x+vt).

A funcao de onda y representa a coordenada y em qualquer ponto e em
qualquer instante. Entao, a funcdo de onda é uma func¢ao de duas variaveis x e t.

2.4.4 Reflexao e transmissao de ondas

Quando uma onda atinge uma fronteira entre dois meios, ela sera parcial ou
totalmente refletida. A Figura 2.5 apresenta o comportamento de um pulso ondu-
latorio que se move para a direita em uma corda esticada. Quando o pulso chega
a um suporte rigido (parede) ele sofre uma reflexdo e uma inversdo. Mas se em
vez de um suporte rigido, o pulso chegar a uma extremidade livre da corda, este
pulso sofrera uma reflexdo, mas nao sera invertido.
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¢ refletido

Figura 2.5 Reflexao de ondas em corda esticada: (A) corda fixa na parede e (B) corda

com extremidade livre.

Fonte: adaptado de Halliday; Resnick & Walker (2009).



No caso da fronteira ndo ser nem rigida nem livre, parte do pulso ondula-
tério é refletido e parte é transmitido. Na Figura 2.6, em A, um pulso se move
para a direita numa corda leve ligada a uma corda mais pesada. Na ligagao
observa-se que parte do pulso é refletido e invertido e parte é transmitido. Ja
em B o pulso propaga-se por meio de uma corda mais pesada que esta ligada
a uma corda leve, e parte desse pulso foi refletido e nao invertido.
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Figura 2.6 Transmissao de ondas.

Fonte: adaptado de Halliday; Resnick & Walker (2009).

2.5 Ondas harmaonicas

2.5.1 Funcdo de onda harmonica

A Figura 2.7 descreve uma onda harménica em um dado instante em que
A é a amplitude dessa onda e A seu comprimento de onda. A fungdo matemati-
ca que descreve o deslocamento de ondas harménicas € o seno.

<

Figura 2.7 Representagao grafica de uma onda harménica no sistema cartesiano.




Assim, pode-se escrever a seguinte fung¢ao de onda:
y= Asen(kx) (2.27)

Em que A é a amplitude da onda e k € conhecido como numero de onda e
esta relacionado com o comprimento de onda.

Se movermos sobre a onda de um ponto x, para outro x,, distantes de um
comprimento de onda, ou seja, X, =X, + A, 0 argumento da fun¢éo seno é au-
mentado por At, logo:

k(x;+A)=kx,+21n = k\h=2n

k=2" (2.28)

Sabe-se que y(x, t) = f(x — vt), entdo:

y(x.t)= Asen[k(x — vt) | = Asen[kx — kvt] (2.29)

~ I\Jf

Como v=2A/f ek=2m/A, logo Va

Assim:

y(xt) = Asen(kx — ot) (2.30)
Por outro lado, como k = 2r/A e k = 21/, também & possivel escrever:

x t
y(xt)= Asen{Zn[X—?ﬂ (2.31)

Das Equacgdes 2.20 e 2.31, observa-se que se x avanga um comprimento
de onda A, ou t avanga um periodo T, a fungao seno se repete e y (x, t) possui o
mesmo valor em ambos pontos.



2.5.2 Energia e poténcia transmitida por ondas harmonicas

Quando ha propagacéo de ondas em um meio material, ha transporte de ener-
gia. Este principio pode ser observado na Figura 2.8, quando o pulso que se propaga
na corda encontra o objeto suspenso, que sera momentaneamente deslocado € a
energia sera transmitida da corda para o objeto.

Figura 2.8 Transmissao de energia por ondas.

Fonte: adaptado de Halliday; Resnick & Walker (2009).

Para obtermos o valor desta energia, imagine uma onda harménica propa-
gando-se numa corda. A fonte de energia é qualquer agente externo, localizado
na extremidade da corda, que efetua trabalho ao gerar as oscilagdes.

Considere um elemento da corda de comprimento Ax € massa Am. Cada
um desses elementos desloca-se verticalmente, executando um movimento
harmonico simples. Além disso, cada elemento possui a mesma frequéncia ®
e a mesma amplitude de oscilagdo A. Entdo, a energia total desse elemento é:

1 1
_ ! - - Am
AE = > Amm2A2 = > LO2AZAX = (u = /Ax) (2.32)




Se num dado instante t, a onda chega ao ponto P,, cada segmento de
corda At que estiver a esquerda de P, tera a energia dada pela Equagéo 2.32.
Apo6s um intervalo de tempo At, a onda avangou uma distancia Ax =VAt, e a
energia que passou por P, no intervalo de tempo At é:

1

Entao, a poténcia (P) transmitida por uma onda harmdnica pode ser repre-
sentada como:

P=—~= Eum2A2V (2.34)

2.6 Acustica e som

2.6.1 Ondas sonoras

As ondas sonoras sdo o exemplo mais importante de ondas longitudinais.
Elas podem se propagar através de qualquer meio material (por exemplo, ga-
ses, liquidos e solidos) com uma velocidade dependente das propriedades do
meio de propagacao.

Quando as ondas sonoras se propagam em um gas, as particulas do gas
vibram, e provocam variagéo de densidade e pressao na direcdo de propagacao
da onda.

Os deslocamentos ocorridos em virtude de uma onda sonora envolvem os
deslocamentos longitudinais das moléculas individuais em relagéo as posi¢oes de
equilibrio. Assim, forma-se uma sequéncia de regides de alta e baixa pressao,
que sao denominadas condensacoes e rarefacbes, respectivamente. Se a fonte
das ondas sonoras vibra senoidalmente, as variagbes de pressao também se-
rao senoidais.

2.6.2 Velocidade das ondas sonoras

Em fluidos (gases e liquidos), a velocidade de propagacao das ondas so-
noras é dada pela seguinte equacéo.



v=|— (2.35)

Em que B é o modulo de compressibilidade volumétrico do fluido e p € a
sua densidade em equilibrio.

2.6.3 Ondas em trés dimensoes

Os conceitos de ondas que foram discutidas até agora sao ondas unidi-
mensionais, ou seja, ondas que se propagam em linha reta. Na realidade, as
ondas possuem um carater tridimensional.

A Figura 2.9 representa as ondas geradas por uma fonte puntiforme, na
qual as ondas s&o emitidas em trés dimensdes, criando-se as chamadas on-
das esféricas. Os arcos circulares representam as frentes de ondas esféricas
concéntricas com a fonte. Os raios sao retas radiais que saem da fonte e sao
perpendiculares as frentes de ondas. Nesse caso, o comprimento de onda é a
distancia entre duas cristas de ondas sucessivas.

Figura 2.9 Ondas esféricas.

Fonte: adaptado de Halliday; Resnick & Walker (2009).

Se uma fonte puntiforme emite uniformemente ondas em todas as dire-
¢Oes, a energia a uma distancia r da fonte esta uniformemente distribuida sobre
uma superficie esférica de raio r (com uma area superficial de 4Ar*). Se P_ é a
poténcia média emitida pela fonte, temos a seguinte definicdo de intensidade
de onda:



A poténcia média por unidade de area, perpendicular a diregao de propa-
gacgao da onda, é definida como intensidade da onda.

A unidade de intensidade de onda no Sistema Internacional (Sl) é o watt
por metro quadrado (W/m?).

P, P

I = = m

A 4mr2 (2.36)

Analisando a Equacéo 2.36, nota-se que a intensidade de onda é inversa-
mente proporcional a distancia da fonte que a produziu.

2.6.4 Nivel de intensidade

O ouvido humano é capaz de perceber uma extensa faixa de intensidades
sonoras, que variam de 1072 W/m? (que se toma usualmente como limiar de
audigao) a cerca de 1W/m? (que provoca uma sensagao de dor na maioria das
pessoas — o limiar doloroso).

Como a faixa de sensibilidade de intensidade sonora humana é bem ex-
tensa, é conveniente utilizar uma escala logaritmica. Por essa razao, introduz-se
uma grandeza chamada nivel de intensidade B:

[
B= 10|09(|—] (2.37)

0

Em que | € a intensidade do som, |, € um nivel de referéncia, que toma o
valor do limiar de audig&o (I, =102 W/m?). A unidade do nivel de intensidade &
decibéis (dB).

Nesta escala, o limiar de audigéo (I =1,=10""2W/m?) é A = 0 dB, enquanto
o limiar doloroso, (I = 1 W/m?) é A = 120 dB. Entao, a faixa de intensidade de
10-'2 a 1 W/m? corresponde a niveis de intensidade de 0 dB até 120 dB.

2.7 Ondas estacionarias

Quando ondas sao confinadas no espago, como as ondas nas cordas de
um violdo, ocorrem reflexdes nas duas extremidades e se formam ondas que
estdo se movendo em ambas as dire¢gdes. Tais ondas combinam-se de acordo
com o principio de superposi¢ao (que sera abordado na proxima sec¢ao).



Numa dada corda existem certas frequéncias que levam a uma configura-
¢ao de vibracao estacionaria chamada de ondas estacionarias.

2.7.1 Ondas estacionarias numa corda fixa nas duas extremidades

Considere uma corda de comprimento L com suas duas extremidades.
Se excitarmos a corda num certo ponto, com movimento harménico simples de
pequena amplitude, transversal a corda, pode-se verificar que certas frequén-
cias formam configuragdes de ondas estacionarias, como as apresentadas na
Figura 2.10.

As frequéncias que provocam tais ondas estacionarias sao as frequéncias
de ressonancia do sistema oscilante.

A frequéncia de ressonancia de menor valor, ou mais baixa, € denomi-
nada de frequéncia fundamental. Ela provoca uma onda estacionaria, como a
apresentada na Figura 2.10 (a), que é denominada de modo fundamental de
vibragao ou primeiro harmdnico.

A frequéncia de ressonancia imediatamente seguinte ao primeiro harmé-
nico gera uma onda estacionaria, como a apresentada na Figura 2.10 (b), que
€ denominada segundo harménico. Esse modo de vibragdo possui uma fre-
qguéncia que é igual ao dobro do valor da frequéncia do modo fundamental de
vibragao.

A terceira frequéncia de ressonancia € o triplo do valor da frequéncia do
modo fundamental e leva a uma onda estaciondria mostrada pela Figura 2.10
(c), que é denominada terceiro harménico.

Também observa-se na Figura 2.10 que em cada harmonico existem cer-
tos pontos da corda que ndo se movem. Por exemplo, o ponto central da Figura
2.10 (b) nao se move. Esses pontos sdo os nés (N) da onda estacionaria. Entre
cada par de nos existem pontos em que a amplitude de vibragdo é maxima,
chamado antiné ou ventre (V) da onda estacionaria. Nota-se que as duas extre-
midades da corda também sao nds, pois também nao se movem.

Pode-se relacionar as frequéncias de ressonancia com a velocidade da
onda na corda e com o seu comprimento. Vé-se na Figura 2.10 que o compri-
mento L da corda é igual a meio comprimento de onda do primeiro harmonico;
a um comprimento de onda do segundo harménico; a trés meios comprimentos
de onda do terceiro harmdnico e assim sucessivamente.

Por inducédo, pode-se escrever que, para o n-ésimo harmonico, a relagao
entre comprimento da corda e comprimento de onda do harménico é:



A
L:n? = n=12234... (2.38)

a) n=1

Fundamental, 12 harménico L= (1/2) ),
\

" ~
AN

22 harménico L=A;
\% V V
C) n=3
3% harmdnico L=(32)A,
\ \% \% \%
d) n=4
4° harmonico ngh

1 |
| L |

Figura 2.10 Ondas estacionarias em cordas com as duas extremidades fixas.

Esse resultado € a condigdo de formacao de ondas estacionarias quando
as duas extremidades da corda séo fixas.

Com relacao as grandezas frequéncia, comprimento de onda e velocidade
da onda, temos:

f=v= Y nYonf = n=1234..

\%
", (2V) 2L
n

Estas sdo as frequéncias de ressonancia com os dois extremos fixos, em

(2.39)

que:

v 1 |F
1T o5L T oL E (2.40)

chama-se frequéncia fundamental, com v = \/E
u



2.7.2 Funcdo de onda estacionaria

Considere duas ondas de mesma frequéncia e comprimento de onda em
uma corda de comprimento L. Uma desloca-se para a direita (y,) e outra para a
esquerda (y.). Admitindo que suas amplitudes s&o iguais, pode-se escrever:

Yy p = Asen(kx — ot) (2.41)

y £ = Asen(kx + ot) (2.42)

A soma dessas duas ondas nos fornece:

y(x,t) = Asen(kx — ot) + Asen(kx + wt) = 2A cos (wt)sen(kx) (2.43)

Em que Sen(x+SenBZZCOS%(OC—B)SGH%(OL+B)

Se as duas extremidades da corda estiverem fixas, em qualquer instante,
temos as seguintes condigdes de contorno:

y(0t)=y(Lt)=0 (2.44)

A condicao y(0,t) = 0 sera automaticamente satisfeita, pois sen (0) & sem-
pre zero. Ja a condigao y(L,t) = 0 somente sera satisfeita se:

sen(kL)=0=k,L=nm,comn=12 3, .. (2.45)

Como a relagdo entre nimero de onda e comprimento de onda é k = 21t/A,
entdo, a Equacao 2.45 pode ser escrita da seguinte forma:

L:n%,com n=123,... (2.46)



Sendo esta a condigao de existéncia de ondas estacionarias discutida
anteriormente.

Como nem todas as frequéncias podem produzir as ondas estacionarias,
a equacéao de onda estacionaria deve ser escrita assim:

¥, (x,t)=A, cos(w,t)sen(k,x) (2.47)

2.8 Superposicao
2.8.1 Superposicao e interferéncia de ondas

Se duas ou mais ondas movem-se através de um mesmo meio, a funcao
de onda resultante, em qualquer ponto do meio, € igual a soma algébrica das
funcdes de onda das ondas individuais.

As ondas que obedecem a este principio (principio de superposi¢ao) sao
denominadas ondas lineares que de modo geral se caracterizam por apresen-
tarem amplitudes pequenas.

Por esse principio observa-se que duas ondas podem passar uma pela
outra sem serem destruidas ou mesmo alteradas, conforme é possivel observar
na Figura 2.11.

Conforme observa-se na Figura 2.11, em A, quando dois pulsos se pro-
pagam em diregdes opostas em uma corda tensionada com deslocamentos
iguais, tais pulsos se superpéem num dado tempo, sendo que o deslocamento
resultante é igual a soma dos deslocamentos individuais de cada pulso isolada-
mente. Uma vez que tais pulsos provocam deslocamentos positivos, a superpo-
sicdo é denominada uma interferéncia construtiva.

No caso em que dois pulsos se propagam em dire¢des opostas, como na
Figura 2.11 em B, em uma corda tensionada com deslocamentos iguais, porém,
opostos, quando ambos os pulsos se superpdem, os deslocamentos subtraem-se.
Como tais pulsos provocam deslocamentos negativos na superposicao, ela é
denominada uma interferéncia destrutiva.

2.8.2 Superposicdo de ondas estacionarias

Em geral, num sistema vibrante, como uma corda fixa em suas extremida-
des, ndo vibra com uma unica frequéncia. O movimento, ao contrario, € composto



por uma mistura dos harmdnicos admissiveis. De modo geral, 0 movimento de

uma corda fixa em suas extremidades pode ser descrito como:

Yo (%)= A, cos(m,t+3,)sen(k,x)

(2.48)

Que representa a superposicao de todos os harménicos possiveis para a

dada configuragéo da corda.

y1+y2

y1+y2

y2 y1

c)
M
y1+y2
p—_
d) y2
y1
4—
—
e) y2
y1
—

Figura 2.11 Superposicao e interferéncia de ondas estacionarias.

Fonte: adaptado de Halliday; Resnick & Walker (2009).

2.9 Efeito Doppler

Quando uma onda sonora e um observador estdo em movimento relativo,
a frequéncia observada pelo observador ndo € a mesma que a observada na
fonte. Quando a fonte e o observador se aproximam um do outro, a frequéncia




do som ouvido é maior que a frequéncia da fonte. Quando a fonte e o observador
se afastam um do outro, a frequéncia do som ouvido € menor que a frequéncia
da fonte. Tal fendmeno é conhecido como efeito Doppler.

Temos que salientar que o efeito Doppler ocorre somente quando existe
movimento relativo entre a fonte e o observador.

2.9.1 CGalculo das frequéncias

Serao analisados trés casos de calculo de frequéncia: quando o observa-
dor esta em repouso e a fonte em movimento; quando a fonte esta em repouso
e 0 observador em movimento e quando ambos estdo em movimento.

Caso 1: Observador em repouso e fonte em movimento

Quando a fonte esta em repouso, as ondas emitidas encontram-se uni-
formemente distribuidas em todas as diregdes, conforme mostra a Figura 2.12.
Mas quando a fonte se movimenta em relagdo ao meio com uma velocidade
U,, menor que a velocidade da onda (U< v), pode-se observar que as ondas
localizadas na frente da fonte se apresentam comprimidas, enquanto as loca-
lizadas atras da fonte estao afastadas, ndo sendo mais uniforme a distribuicao
das frentes de onda.

fonte em fonte em
repouso movimento

B A
v

Figura 2.12 Efeito do movimento relativo da fonte na forma das ondas geradas.

Se a frequéncia da fonte € f, num certo intervalo de tempo At, sGo emitidas
um dado numero de ondas (N) pela fonte, que pode ser representado matema-
ticamente como N = At f. Nesse intervalo de tempo At, as ondas deslocam-se
de sua posicao inicial pela distancia v - At, enquanto a fonte percorre a distancia
dada por U; - At.

Entao, na frente da fonte, as ondas geradas no intervalo de tempo At estéo
contidas na distancia v-At—-U; - At. Por sua vez, o comprimento de onda das
ondas na frente da fonte (A) pode ser obtido por meio da raz&o desta distan-
cia (V-At —Uf‘At) pelo numero de ondas emitidas neste intervalo de tempo
(N =Atf). Logo,



A= (2.49)

Usando a mesma ldgica, observa-se que as ondas localizadas atras da
fonte estéo contidas na distancia V- At +U; - At. Entdo o comprimento de onda
das ondas atras da fonte (1) é:

v+U
Ay = : f (2.50)
0

Nas Equacdes 2.49 e 2.50, pode-se observar que a fonte se encontra em
repouso (U, =0), A, =2, = v/fo. Mas se a fonte estiver em movimento relativo,
Ay > A

Para o observadorm, localizado na posi¢céo A da Figura 2.12, parece que
a fonte emite ondas com comprimento de onda dado pela Equacao 2.49. Ja o
observador localizado na posigao B da Figura 2.12 percebe que a fonte emite on-
das com comprimento de onda dado pela Equacao 2.50. Como a velocidade das
ondas somente depende das propriedades do meio, e hao do movimento relativo
da fonte, a frequéncia que o observador A percebe (f,) pode ser escrita como:

f, = (2.51)

Em que a fonte se aproxima do observador. Ja o observador B, com a fonte
afastando-se dele, a frequéncia percebida por ele (f;) é:

£ = (2.52)

Caso 2: Fonte em repouso e observador em movimento

A Figura 2.13 apresenta as possibilidades de movimento relativo do ob-
servador com relagéo a fonte. A Figura 2.13 (a) mostra o observador em repou-
so com relagao a fonte, num tempo At, em que a onda percorre uma distancia
v. At. Mas como a fonte esta em repouso, o comprimento de onda nao se altera
(A = v/f0). Entao, o nimero de ondas que passaram pelo observador, durante um
tempo At, é:



VAL
N=——=foAt (2.53)
Logo, a frequéncia percebida pelo observador é:
N
f= At =f (2.54)

Mostrando que o observador nao verifica alteracdo da frequéncia da
fonte.

font.e
[
a) /H\
. v.at )
fonte
® °
b) /BN U, I\
U, .at : v.at
fonte
° °
) .."H\_‘-Ur /PN
| U, .at | |
' v.at '

Figura 2.13 Possibilidades de movimento relativo do observador com relagéo a fonte
de ondas.

Se o observador aproxima-se da fonte com uma velocidade u, conforme
apresenta a Figura 2.13 (b), num tempo At, a onda percorre uma distancia v - At,
e o observador U, - At. Logo, o numero de ondas que passaram pelo observador é:

(v+U,)At
. (2.55)

E a frequéncia percebida pelo observador aproximando-se da fonte é:

U
f=fo|1+—
°(+Vj (2.56)




Se o observador afasta-se da fonte com uma velocidade U, conforme apre-
senta a Figura 2.13 (c), num tempo At, a onda percorre uma distancia v- At, e o
observador U, - At. Logo, o numero de ondas que passaram pelo observador é:

(v-U,)At
= (2.57)

E a frequéncia percebida pelo observador afastando-se da fonte é:

U
f=fo| 1- —
0( V] (2.58)

Caso 3: Fonte e observador em movimento

Neste caso, combinando os resultados anteriores:

1i(Ur)
f=fo| — Y~/ (2.59)

A regra para julgar os sinais é a seguinte:

A frequéncia aumenta se a fonte e o observador aproximam-se. A frequén-
cia diminui se a fonte e o observador afastam-se. Deste modo, temos as seguintes
possibilidades de aproximagao e afastamento entre fonte e observador, e a sua
respectiva equacao para o efeito Doppler:



Observador

Fonte

N\
Uri >

7\
Ufi >

+

~

Equacéao

U, —

fo

U,

— U,

76
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