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APRESENTACAO

Este material foi desenvolvido para a disciplina Calculo 1 do curso de Enge-
nharia Ambiental da UAB-UFSCar, a partir do contetido desenvolvido e aplicado
nas ofertas anteriores dessa disciplina pelo professor Paulo Caetano e pela pro-
fessora Odete, baseado no material elaborado pelo professor Jodao Sampaio.

Neste livro sdo apresentados topicos do calculo diferencial e integral para
funcdes reais com uma Unica variavel real. No capitulo 1 sdo apresentados os

conceitos de limite e continuidade.

No segundo capitulo, o conceito de derivada, taxa de variacao instantanea,

€ apresentado juntamente com algumas aplicagdes.

Por fim, no terceiro capitulo é apresentada a integral. Primeiramente, é
trabalhada a antiderivada, que é, de certa forma, uma operacao inversa da
derivada. Em seguida, € feita a relacao entre a integral definida e a antideri-
vada. Para finalizar, sdo apresentadas algumas técnicas de integracao e algu-

mas aplicacoes de integral.
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1.1 Primeiras palavras

O conceito de limite, o qual sera apresentado neste capitulo, é a base do
calculo diferencial e integral moderno. Embora os conceitos de derivada e de
integral de uma funcao real em uma Unica variavel sejam anteriores ao proprio
conceito formal de limite, eles utilizavam, intuitivamente, o conceito de limite.
Com a formalizagao desses conceitos, no século XIX e comego do século XX, foi
mostrado que, na verdade, tanto a derivada quanto a integral segundo Riemann

sao limites.

A conceitualizacao do limite passa pela nocao intuitiva do que é, em Ma-
tematica, “estar préximo tanto quanto se queira”. A abordagem utilizada para
formalizar esta expressao sera a de ¢ e 5. Tal abordagem é util em aplicagoes
que envolvam medidas de erros, por exemplo, se na produgcao de uma chapa cir-
cular é permitido certo erro na medida de sua area, qual devera ser a precisao
no raio desta chapa.

Iniciaremos o capitulo com as defini¢cdes de limite e limites laterais por meio
de ¢ e 6. Em seguida sera apresentado o conceito de continuidade de uma
fungao. Na parte final do capitulo serdo trabalhados os conceitos de limites
envolvendo infinito e as propriedades no grafico de uma fungao decorrentes do

limite.

1.2 Definicao de limite e limites laterais

Nesta secao sera apresentada a definicao formal de limite. O conceito de
limite vem da nogao “estar proximo”, que €, evidentemente, relativo. Pensemos:
estar a 80 metros da chegada de uma prova de 100 metros rasos é estar longe
da chegada, mas estar, os mesmos, 80 metros da chagada de uma maratona,
que tem 42.195 metros é estar muito perto da chegada. Matematicamente esta
condicao relativa ndo é aceita. Assim, adiciona-se a expressao “tanto quanto se
queira”a expressao “estar proximo”. Agora a nogao intuitiva passa a ser “estar
proximo tanto quanto se queira”, que deixa de ser relativo, uma vez que uma

certa “exigéncia’pode ser satisfeita.

Analisando a expressao “estar proximo tanto quanto se queira”, podemos
pensar da seguinte forma: se quisermos estar mais préximo do que 2 metros de
algo, basta nos colocarmos a 1,5 metros dele; se quisermos estar mais proximo

do que 1 metro deste mesmo “algo”, basta nos colocarmos a 90 centimetros
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(0,9 m) dele; e se quisermos ficar a uma distancia menor do que 1 milimetro
(0,001 m) deste mesmo “algo”, basta nos colocarmos a 0,1 milimetro (0,0001
m) dele. Matematicamente, o que estamos fazendo €: dado um valor qualquer
conseguimos um outro valor que € menor do que este, dado que nossa exigéncia

de estar mais proximo, esta satisfeita.

A definicao de limite de uma uma funcao é ligeiramente mais complexo
do que o exposto acima, pois trata-se de duas “proximidades”, uma na variavel
independente e outra na variavel dependente. A ideia do “limite de f(x) quando
x tende a a ser um valor L."é saber se existe uma aproximacao adequada da
variavel x em relagao ao valor a tal que o valor f(x) esteja tao préximo do valor

L quanto quisermos.

Definicao 1.1 (Limite). Sejam f : D ¢ R — R uma fungao real e («,3) um
intervalo contendo o ponto a. Se («, ) \{a} C D, define-se o limite de f quando
x tende a a sendo o numero real L se, para todo ¢ > 0 existir & > 0 tal que, se
x €D, comx#a,ea—0<x<a+3d,entdol —e < f(x) <L+ e. Usamos a
notacao

lim f(x) = L.

x—a

Em simbolos matematicos, temos
Ve>0,36>0; VvxeD\{a},
x€(a—d,a+d)=f(x)e(L—¢L+e)ousejalx—al<bd=|f(x)—L|<e.

Note que a condicao inicial € a escolha do valor que queremos aproximar
f(x) do valor L, que é o ¢ (ver Figura 1.1. Tomado o ¢ olhamos no dominio
de f para sabermos qual o intervalo do dominio de f, que contém o valor a,
precisamos para obter como imagem o intervalo (L —¢,L + ¢) (ver Figurail.2).
Entao, adotamos como intervalo “adequado”o maior intervalo centrado em a,
contido no intervalo obtido (ver Figura 1.3.). As figuras a seguir ilustram este
processo.

Observagao: O limite quando existe ele € Unico. Tente interpretar esta
observagao geometricamente como as ilustragoes.

Exemplo 1.1. O valor do limite lin% x? é 4.De fato, dado ¢ > 0, temos o intervalo
X—

(V4 — e,+/4 + ¢) para escolha do 5. Note que ¢ < 4, pois se ¢ > 4, teriamos

4 — ¢ < 0. Para escolhermos o valor de 6 tomaremos o menor valor entre 2 —

V4 —¢ e~4+¢e— 2. Devido ao maior crescimento da fungcao apos o 2, temos



/

Figura 1.1 Escolha do valor ¢.

y

/

Figura 1.2 Achando o intervalo do dominio de f adequado.

¥y

L+

L-e

- — — — — — — — — —

/ a-8' ad a atd X

Figura 1.3 Escolha do valor 5.

que V4+¢e—2<2—+4—¢. Assim, 6 = +/4+¢—2. Porexemplo, se e = 1,
5=+5—-2;8e¢=0,001,5=+/5001—2.

Exemplo 1.2. Antes de fabricar cilindros com uma sec¢éo transversal de 9 pof

para um certo motor é preciso saber qual o desvio se pode aceitar em relagao ao 15
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/ a5 a a+d x

Figura 1.4 Imagem do intervalo obtido.

diametro do cilindro ideal, que é a = 3,3851375 pol, e ter ainda a area diferindo

de, no médximo, 0,01 poP das 9 pof necessdrias. Para descobrir isto, usa-se
2

A(x) = %71 e procura-se o intervalo no qual x deve pertencer para |A(x) — 9| <

0,01. Qual o intervalo? Da definicao de limite, qual seria 0 6?

Solucao. Como os valores limites permitidos na area sdo 8,99 e 9,01 ( que
sdo os valore L — ¢ e L + ¢ ) precisamos saber quais sdo os valores de x que

produzem tais valores de area, que sao

X1 =14/ 35:6 ~ 3,3832563 ex; = 36;[04 ~ 3,3870176.

Assim, o intervalo o qual o x deve pertencer é (3,3832563;3,3870176). Note que

os extremos do intervalo sao os valores a — &' e a+ 4", e para descobrir o valor
de b é preciso calular as diferencas dos extremos do intervalo com o valor ideal,
ou seja,

3,3851375 — 3,3832563 = 0,0018812 e 3,3870176 — 3,3851375 = 0,0018801.

Assim, 5 = 0,0018801. O valor de & é na verdade o erro maximo na medida do
didmetro para obtermos uma medida de area dentro do desvio permitido.

Definicao 1.2 (Limite lateral a esquerda). Sejam f: D C R — R uma fung&o real
e (b, a) um intervalo contido no dominio D. Defini-se o limite lateral a esquerda
de f quando x tende a a sendo o numero real L se, para todo ¢ > 0 existir 5 > 0

tal que, sea— 6 <x < a, entdo L — ¢ < f(x) < L+ ¢. Usamos a notacao
lim f(x) =L.
Xx—a -

Usando apenas a simbologia matematica, temos

Ve>0,36>0; VxeD,



x€(a—b8,a) = f(x) e (L—¢,L+¢).

Exemplo 1.3. A funcao f(x) = \/—x tem como dominio {x € R;x < 0}. Logo,
nao ha intervalo aberto contendo 0, que esteja contido em seu dominio. Temos
que

lim /—x =0.

x—0~

Utilize o processo do limite bilateral para provar este limite.

Definicao 1.3 (Limite lateral a direita). Sejam f: D C R — R uma fungao real e
(a,c) um intervalo contido no dominio D. Define-se o limite lateral a direita de f
quando x tende a a sendo o numero real L se, para todo ¢ > 0 existir 6 > 0 tal

que,sea<x<a+bd,entdol — ¢ < f(x) < L+ e. Usamos a notacéo

lim f(x) = L.

x—a’t

Usando apenas a simbologia matematica, temos
Ve>0,30>0; VxeD,
x€(a,a+d)=f(x) e (L—¢g,L+¢).

Exemplo 1.4. O limite da funcdo f(x) = 1 + /x quando x tende a 0 pela direita
éef.

Note que o dominio de f é conjunto dos numeros reais ndo negativos. Logo,
S0 podemos aproximar de 0 pela direita. Como exercicio, ache o valor de 5 se
e =107

Proposicao 1.1. Dada f: D C R — R uma fungdo. Temos que %13(11 f(x) =L se,
e somente se, lim f(x) =L = l:im+ f(x).

Xx—a— Xx—a

Demonstragdo. Suponhamos que iﬂ% f(x) = L. Assim, dado ¢ > 0, existe 6 > 0
talque se x e D\ {a}lex € (a—d,a+d), entdo f(x) € (L—¢, L+ ¢). Assim,
sex € (a—b4,a)ousex e (aa+d), temos que f(x) € (L—¢,L+ ¢), portanto
Xling f(x) =L= 7(1313[}1+ f(x). Reciprocamente, se para todo ¢ > 0 existirem &’ > 0

ed” >0taisquesexecD\{a}le
i) x € (a—05,a),entdo f(x) € (L—¢,L+¢);
i) x € (a,a+d),entdo f(x) € (L—¢,L+¢).
Assim por (i) e (ii), e tomando 6=mind’, 5" temos que
x€(a—4a)U(a,a+d)=(a—0,a+d)\{a}= f(x) e (L—¢,L+¢).

Portanto, lim f(x) = L. O

x—a

17
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Felizmente, o calculo de limites apresentam propriedades que combinadas
fazem com que seus calculos do limites de algumas fungdes aparentemente

complicadas se torne facil, ou ndao tao complicada.

Proposicao 1.2 (Propriedades). Dados dois numeros reais quaisquer a e c,
temos os limites

(i) limc =c.
Xx—a

(i) lim x = a.
X—a

Demonstragcdo. Exercicio ao aluno! O
Exemplo 1.5. O limite lin%% n&o existe. De fato, calculando os limites laterais,
X—
temos
im M im X lim o1=—1 e Gim M= tim Y= him 1=1.

x—0— X x—0— X x—0~ x—0t X x—0t X x—0F

Logo, os limites laterais sao distintos, e portanto, o limite nao existe.

Proposicao 1.3 (Mais propriedades). Se lim f(x) =L e lim g(x) = M, entao

Xx—a Xx—a

(i) lim(k-f)(x) =k-L, para todo k € RR.

x—a

(i) lim (f+ g)(x) = L+ M.

(ii) Jim (- g)(x) =L - M.

x—a g

. f L
(iv) lim () (x) = M desde que M # 0.
(v) lim Y/f(x) = VL, desde que se n for par, L seja ndo negativo.
XxX—a
Demonstragao. Veja as demais referéncias bibliograficas basicas. O

Note que a hip6tese de que os limites existem é fundamental. O exemplo
a seguir mostra isso.

1T . . . .
Exemplo 1.6. Temos que 1in(1) x =0 e lim — n4o exite. Mas, lim X lm1=1.
X—

x—0 X x—=0X  x—0
Exemplo 1.7. Seja p(x) uma fungao polinomial. Pelas propriedade apresenta-

das nas proposicoes 1.2 e 1.3, temos que

lim p(x) = p(a),

Xx—a

para todo a € R.



Exemplo 1.8. Calcule o limite lim x> + 2x*> —3x — 5.

x——2

Solucao. Temos que a funcdo é uma fungao polinomial, logo pelo exemplo
anterior
lim2x3 +2x* —3x—5= (-2 +2(-2-3(-2)-5=1.
X——

XS—

Exemplo 1.9. Calcule o limite lim
x—2 X —2

3

Solucao Note que, sendo f(x) = 7;_

> temos que 2 € D¢. As fungdes do
demoniador e do numerador sao polinomiais, logo

lim(x>—8)=0 e lim(x—2)=0.

x—2 x—2

Por esta situagdo ndo podemos aplicar a regra do quociente. No avangar do
curso veremos como resolver isso num contexto mais geral*, mas na situagdo
presente é possivel manipular algebricamente o numerador de forma a “elimi-

nar’o 0 do limite do denominador, da seguinte forma:

x3—8 (x —2)(x? +2x + 4) X—270

lim = lim = lm (XA 2x+4) =22 42244 =12,
x—2 X —2 x—2 x—2 x—2
Jx+1—1

Exemplo 1.10. Calcule o limite lim
x—0 X

Solucao. Assim como no exemplo anterior ndo podemos aplicar a regra
do quociente, pois nos levaria a indeterminacdo “0/0”. Mas uma manipulagcdo
algébrica direta neste caso torna-se-ia quase um exercicio de advinhagdo. Aqui
usaremos a técnica de mudanga de varidvel fazendoy = v/x + 1, temos y> =

x+ 1, e portanto x = y* — 1. Mas limy =1, e assim
X—

oVx+1=1  y—1 . y—1 . 1 1
lim ——— = lim 3 = lim 3 zllmzizf.
x—0 X y=1y =1 y=1(y—1Ny*+y+1) y=1y*+y+1 3

Sejam f, g e h fungdes tais que f(x) < g(x) < h(x) para todo x € («, ) ex-
ceto possivelmente para x = a, sendo («, ) um intervalo contido nos dominios
das fungdes. Se ilf}l f(x) = ilf}l h(x) = L, temos que dado ¢ > 0, existem &; > 0
ed, >0taisquesexe DyNDy e

i) x € (a—0f,a+06¢),entdo f(x) € (L—¢,L+¢);

i) x € (a—06p,a+dn),entdao h(x) € (L —¢, L+ ¢).

!Este resultado, “0/0”, € muito comum em célculo de limites, e ndo tem significado como va-
lor de um limite. A expressao “0/0”simboliza uma indeterminagao ocorrida em uma tentativa de
calculo de um limite. Este simbolo significa que o limite ainda nao foi calculado de fato.

19
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Se considerarmos 6 = min {4, én, a — &, B — a}, temos que se x € (a—&, a+56),
entao f(x) e h(x) pertencem a (L — ¢, L + ¢), por (i) e (ii), e f(x) < g(x) < h(x),
por suposigao. Assim, para todo ¢ > 0, existe 8 > 0, talque se x € (a—56,a+9),
entao

L—e<f(x) <g(x)<h(x)<L+e.

O que acabamos de provar € o Teorema do confronto, o qual esta anunciado

abaixo.

Teorema 1.4 (Confronto). Sejam f, g e h fungdes reais e (c,d) um intervalo
contendo a tais que f(x) < g(x) < h(x) paratodox € (c,d) exceto possivelmente
parax = a. Se lim f(x) = L = lim h(x), entdo lim g(x) = L.
Xx—a Xx—a Xx—a
A figura abaixo ilustra o teorema do confronto.

Ay

\ h
4
L_ —_ — = =
—_ X<
e [ f
|
0 a x

Figura 1.5 Teorema do confronto.

Exemplo 1.11. Calcule o limite lir%m + x? senx).
x—

Solugdo. Como —1 < senx < 1, temos que —x* < x*senx < x?, logo
T—x2 <T+x?senx < 1+x% Maslim1—x? = lim1—x* = 1. Portanto, pelo

x—0 x—0
Teorema do confronto, lim (1 + x*senx) = 1.
X—

Teorema 1.5. Sejam f e g fungées reais tais que g € uma fungao limitada em
algum intervalo («, 3) que contenha a e li_x)n f(x) = 0. Ent4o,
Xx—a

lim (fg)(x) = 0.

Xx—a

Demonstraggo. Seja ¢’ > 0. Como 1i_1>n f(x) = 0, temos que existe & > 0 tal que
sexeDrex e (a—05,a+5d), entdo f(x) € (—e’, ¢’). Por hipotese g(x) € limitada
|

—&
em («, 3), assim existe M > 0 tal que |g(x)| < M, para x € («, 3). Logo,

I(fg) (x)| = [f(x)] - [g(x)| < MIf(x]].



Assim,
MIf(x)] < Me’.
Portanto, dado ¢ > 0 e tomando ¢’ = ¢/M, existe um 6 > 0 tal que se x €

(a—08,a+ ), entdo |(fg)(x)| < . Ou seja, 1i_r>n f(x) = 0. O
X a

Exemplo 1.12. Considere a fun¢do f(x) = x cos <l> . Temos que

lim x cos <]> =0,
x—0 X

pois lin(1) x = 0 e a fungdo cos é limitada, e aplicando o teorema anterior temos o
X—

1 - .
resultado. Note que 1111(1) cos (X> nao existe.
X—

1.3 Continuidade

Definicao 1.4 (Continuidade). Sejaf: D C R — R uma fungao real. Dizemos

que a fungdo f é continua num ponto c € D, se

lim f(x) = f(c).

X—C

Note que temos trés informacdes na definicdo de continuidade em um

ponto. Sdo elas:
(i) O ponto c deve pertencer ao dominio. Esta informacao esta explicita na
defini¢ao.
(i) O limite indicado deve existir.

(iii) E o limite é igual ao valor da fungao no ponto c.

Se qualquer uma delas nao for valida nao termos a continuidade. Quando
a funcao nao é continua num ponto ¢, diremos que ela é descontinua em c, ou
que ¢ € um ponto de descontinuidade de f.

Se uma fungao é continua para todo x € S, para algum subconjunto S
de seu dominio, dizemos que a fungao é continua em S. Quando a funcao é

continua em todo seu dominio dizemos simplesmente que a fungao é continua.

Exemplo 1.13. Todo polinémio é continuo em todos os reais. Ou seja,

lim p(x) = p(a).

x—a
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Solucdo. Sejap(x) = cnX™ 4 cngx™ ' +... 4 c1x + co. Temos

lim p(x) = lim (caX™ 4+ cno1X™ T+ ... 4+ c1x + ¢o)
XxX—a X—a

= lim (cnx™) + Hm (cp_1Xx™') + ...+ lim(c1x) + lim ¢
x—a x—a x—a x—a

=cp lim x™ + ¢ im x™ ' + ... + ¢y lim x + lim ¢
Xx—a Xx—a Xx—a Xx—a

1

=cpat+cnqa™ ! ... Fcratco

=pl(a)
Teorema 1.6. Sejam f e g fungdes tais que, lim g(x) = b, e f é continua em b.
Xx—a

Entao,
lim fo g(x) = f <lim g(x)) = f(b).

x—a Xx—a

Demonstragdo. Dado ¢ > 0, temos que existe 8’ > 0 tal que se y € Dy e
ly — b| < &/, entao |f(x) — f(b)| < ¢, pois f € continua em b. Pela existéncia do
limite em g, temos que para 5’ > 0, existe > 0 tal que se x € Dy e |[x —a| <,

entao |g(x) — b| < &’. Logo, existe & > 0 tal que se x € Dyqgq

Ix —al <d=l]g(x) —bl<d =I[fog(x)—f(b) <e.

Como consequéncia deste Ultimo teorema temos o seguinte corolario.

Corolario 1.7. Sejam f e g fungées, tais que g é continua em a e f é continua

em g(a), entdo f o g é continua em a.

Exemplo 1.14. Calcule o limite lim (sen’(x) + 3sen(x) —1).

x—7/2

Solucao. Note que a fungdo é, na verdade, a composicdo das funcbes
f(x) =x* 4+ 3x — 1 e g(x) = sen(x). Temos o limite

lim sen(x)=1.
x—7/2

Como f é uma fungdo continua, pois é polinomial. Assim pelo Teorema anterior

lim (sen®(x)+ 3sen(x) —1) = (1) = 3.

x—7/2

Proposicao 1.8 (Propriedades). Sejam f e g fungdes continuas no ponto c,
entgo

(i) lim(k - f)(x) = kf(c), para todok € R.

X—C

(if) im (f + g)(x) = f(c) + g(c).



(iii) Um(f - g)(x) = f(c)g(c).

(iv) lim <f> (x) = ;((i)) desde que g(c) # 0.

X—C 9

(v) liin VTf(x) = V/f(c), desde que, sen for par, f(c) sefa ndo negativo.

Demonstracdo. Consequéncias imediatas da proposicao 1.3 e da defi-
nicao de funcao continua. O

As propriedades acima sao, na verdade, consequéncias das propriedades

de limite 1.3, diante da continuidade.

Exemplo 1.15. Mostre que toda fungéo racionaP é continua em seu dominio.

~ s X ~ . ,
Solucao. Consideremos r(x) = px) uma fungéo racional, ou seja, as

q(x)
fungbes p e q sao fungbes polinomiais, logo sdo continuas. O dominio de r
€ o conjunto de todos os valores reais tais que q(x) # 0. Logo, aplicando as

proriedades da proposicdo 1.8 temos que

p(x) _ pla)

lmyer(x) = Uimy q——— = — = 1(a),

qx)  q(a)

seacD,.

Teorema 1.9 (Valor intermediario). Se f é uma fungao continua num intervalo
[a,b], e se z é um valor entre f(a) e f(b), entao existe um valor ¢ € (a,b), tal

que f(c) = z.

Uma das consequéncias imediatas do Teorema do valor intermediario é a

analise re raiz de um polinémio.
Exemplo 1.16. Considere a fungdo polinomial p(x) = x* + 2x* — 6x3 + 2x — 3.
Mostre que p tem uma raiz entre 1 e 2.

Solugao. Temos que p(1) = —4 <0 ep(2) =17 > 0, logo pelo teorema do

valor intermediario, pois p € continua, existe um valor c € (1,2) tal que p(c) = 0.

Exercicios Recomendados

EP 1. Calcule os limites.

x? —4
x—2

(a) lim
x—2

2As fungbes raionais sdo fungdes que sdo quociente de fungdes polinomiais.
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2
X2 —x
lim —~ "~
(b) o 2x2 +5x — 7

. kKr—16
Y
. (x+h)pP—x3
(d) %{}I})T

. h3+38
1
(e) hfgz h+2

U ——T,

o
(9) lim =53

(h) lim (x*+3)(x—4)

X%\/i

i) lim 15
Y x—/2

i 23
x1/26X% —7x + 2

()

. X +8
(k) lim T3¢

. 6s—1
0t

. x? 1
(m) >1<1£ﬁ (x1 _x1>

4= VIETR
h

1.
" fm

. (42 +5t—3)3
(0) lim oo

. (24h) =22
(b) Jimy h




1.4 Limites envolvendo infinito

Nesta secao serao trabalhados os conceitos de limites que envolvem um
outro conceito inportante em calculo, que € o infinito. Em Matematica, temos
abordagens distintas para palavra “infinito”, em cada area da Matematica o “in-
finito” € tratado de forma distinta. Em algumas o infinito possuem um compor-
tamento de numero, ou seja com regras de operagdes, mas em outras ele tem
um carater apenas de comportamento. No calculo, o “infinito” tem o carater de
comportamento, embora em algumas situagdes as operacoes entre os “infinitos”
sejam intuitivamente naturais.

A nocao de aproximagao fica um pouco diferente, pois ao falarmos em
“infinito” temos uma nocao de algo “muito grande”. Com isso, 0 conceito de
infinito em Calculo é formalizar esta nocao de “muito grande”. Temos, de fato,

12 definigdes distintas envolvendo infinito, a saber,

e lim f(x) = 400, lim f(x) = —o0,
XxX—a XxX—a

e lim f(x) =+o00, lim f(x) = —o0,
Xx—a— X—a—

e lim f(x) =+o0, lim f(x) = —o0,
x—at x—at

e lim f(x)=1, lim f(x) =1L,

X—+00 X——00
e lim f(x) =400, lim f(x)=—oc0, lim f(x) =+occe lim f(x)=—oc0.
X—+00 X—+00 X——00 X——00

A fim de evitar uma cascata de definicbes similares, serdo apresentadas
apenas trés delas. Todas as outras sdo muito parecidas, quase idéntica, com

uma delas.

Definicao 1.5 (Limite infinito). Seja f uma fungéo definida em um intervalo con-
tendo a, exceto possivelmente o préprio a. Dizemos que o limite de f(x) quando
x tende a a é +oo (mais infinito) se para todo M > 0, existir 5 > 0 tal que se

x € D e|x —a| < b, entdo f(x) > M.

Da definicao acima, temos que o limite de uma fungao é mais infinito se
consiguirmos um valor f(x) maior do que qualquer valor dado (M) para algum

valor suficientemente préximo (3) de a.

Note que o infinito ndo é um numero real, e sim um comportamento que
a fungao tem préxima do ponto a. Assim, adotaremos, como nomenclatura, as
seguintes possibilidades: o limite existe, se for um nimero real; o limite é +oo

ou —oo; €, o0 limite nao existe.
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. - 1
Exemplo 1.17. Considere a fungao f(x) = wh Calcule lim f(x).

x—0

Solucao. Seja M > 0, temos que

1 ) 1 1
. 1
Assim, dado M > 0, basta tomarmos b = ——. Portanto,
vM
lim — = +o0.
x—0 X
Exemplo 1.18. Prove que lim 1 = —00.
x—0— X

Solucao. Seja M > 0, temos que descobrir se existe um valor & > 0 que
satisfaca a definicdo. Para isso olhamos qual é a condicao necessaria para que
um valor de x, f(x) < —M.. Logo,

1 1
flx)=-<—M -
(x) X < x> M

. . , , . . 1 ~
Mas a condigdo acima e tambem suficiente, e assim, se x > Ve entao f(x) =
1 ~ 1
< < —M. Basta, entao, tomarmos 6 = M Portanto,

o]
lim — = —o0.
x—0— X

Se lim f(x) = oo ou lim f(x) = 400, a reta x = a é chamada de
Xx—a~ x—at

assintota vertical do grafico de f. Geometricamente, a assintota vertical € a

reta que delimita o esbogo do grafico. Note que o grafico ndo cruza a assintota

vertical. (Por qué?)

Definicao 1.6 (Limite no infinito). Seja f uma fungdo definida em um intervalo
(—o0, a) para algum a. Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a menos
infinito é um valor 1, se para todo ¢ > 0, existir N > 0 tal que se x < —N, entao
If(x)—L|<e.

A definicdo acima nos diz que podemos nos aproximar f(x) de L tanto
quanto quisermos (¢), tomando valores negativamente grande de forma ade-
quada (N). Se lim f(x) =L; e lim f(x) =L, asretasy =1, ey =1, de

X—00 X——00
assintotas horizontais do grafico de f. Geometricamente, a assintota horizontal
€ a reta que determina o valor “limite”do grafico ao deslocarmos a variavel in-
definidamente para esquerda ou para direita. O gréafico da fun¢ao pode ou nao

cruzar a assintota horizontal.

As propriedades de limites sao validas para limites no infinito. A seguir

veremos um resultado que facilita os calculos de limites no infinito.



Proposicao 1.10. Sejamk € Q; ec € R. Temos que

lim — = lim — =0.
X——00 X X—+00 X
Proposicao 1.11. Seja f uma fungao tal que f(x) = 283, sendo g(x) uma

fungdo qualquer e q(x) uma fungdo polinomial. Suponha que a é uma raiz de

q(x) e que li_x)n g(x) =L # 0. Entao,

400 ,8eL-q(x)>0
lim f(x) = 4tx)

Xx—a—

—o00 ,8eL-q(x)<0

O valor q(x) representa valores de q quando x esta proximo de a pela esquerda.

Analogamente, parax — a*.

12—
Exemplo 1.19. Calcule o limite lim —2% >
x—o00 3x2 +x + 2

Solucao. Temos

5
2(5_ 2
im 270 g . <2 Xz)
X—>003X2+X+2_xﬁooxz<3+1+22)
X X
3
= lim X
X—3—00 1 2
34—+ 5
X

lim 2— lim =
X——00 X——00X

1 2
lim 34+ lim —+ lim =

X——00 X——00X X——00X
~2-0
34040
_2
3
Exemplo 1.20. Determine as assintotas horizontais e verticais do grafico da
- V2x2 +1

Solugao. Para determinarmos as assintotas verticais é preciso saber as

., . , 5 - .
raizes do denominador3x—5, que é apenas 3 e calcular os limites laterais neste

ponto. Como
lim V2x2 4+ 1= Vo7 > 0,
x—3 3

3x —5<0quandox — 3~ e3x—5>0 quandox — 3, temos que lim f(x) =
3 3 o
X723

—0 e l:im+ f(x) = +o0o. Assim, a reta x = -~ é uma assintota vertical.
5

X—3
3

w|
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Para determinarmos as assintotas horizontais é preciso calcular os limites

no infinito. Calculando,

1

—\/ lim 2+ lim =

X——00 X——00X
lim 3— lim §
X——00 X——00X

V2

3

2, , , p
Logo, aretay = —£ € uma assintota horizontal do grafico de f. De forma

3

, ) 2x%2 + 1 V2

andloga, temos que lim —— = —
x—+—00 3x—5 3

assintota horizontal do grafico de f.

,eassimaretay = é a outra

3
A figura 1.6 mostra as trés assintotas do exemplo.

y

2x2 + 1

Figura 1.6 Grafico da fungao f(x) = R



1.5 Tipos de descontinuidades

Quando uma fungao nao é continua em um ponto a, dizemos que a fungao
€ descontinua em a. A rigor ndo tem sentido em falarmos de descontinuidade
em pontos que nao pertengam ao dominio, pois neste caso nao teriamos o valor
da fungao para este ponto para comparar com o valor do limite neste ponto. Mas
se uma fungao esta definida em um intervalo contendo um ponto a, exceto no

proprio a, dizemos que f € descontinua em a.

Os tipos de descontinuidades de uma fungao sao:

(i) Removiveis, quando iﬂ% f(x) existe, mas é diferente de f(a), ou f(a) ndo
esta definido;
y

y

(iii) Infinita, quando um dos limites laterais € infinito.
Y y

0 a X 0 a X
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T S

3 b 7

O primeiro tipo de descontinuidade, o removivel, tem esse nome por poder-
mos definir uma nova funcao de tal forma que esta nova fungéo seja continua e

gue coincida com a anterior exceto na descontinuidade.
2
Exemplo 1.21. Considere a fungao f(x) = % Temos que o dominio de f é o

conjunto dos numeros reais ndo nulos. Mas como lir% f(x) = 0, podemos definir
X—
a fungéo

f(x) ,sex=#0
glx) = :
0 , sex =0

Note que a fungao g é continua em 0.

Exemplo 1.22. Encontre, se existir, as assintotas verticais e horizontais do
1

x2—4"

Solucao. Temos que 5151 f(x) = lim f(x) = ET f(x) =0. Logo, a reta

X——00

gréfico da fungdo f(x) =

y = 0 é a Unica assintota horizontal. Os pontos de descontinuidades de f(x) sao
as raizes do denominador, que sdo —2 e 2. Calculando os limites laterais em —2
e2

lim L— lim ;——1—
x—)fZ*X2—4_x—>2+X2—4_ &0

I I 1
1m = l1m -—-——- = —0Q.
x——2F Xz —4 x—2~ Xz —4

Assim, as assintotas verticais sdo x = —2 e x = 2. A figura 1.6 mostra o grafico

1
de f(X) = m.




Figura 1.7 Grafico da fungao f(x) = e

Exemplo 1.23. Uma concentragao de agua salgada na base de 50 g de sal por

litro de agua corre para um tanque que contem inicialmente 50 | de agua pura.

(a) Se o fluxo de agua salgada é de 5 I/min, determine o volume V (t) de dgua
e a quantidade s(t) de sal no tanque apds t minutos.

(b) Estabeleca uma férmula para a concentragao c(t), apos t minutos.

(c) O que ocorre com a concentragcdao apos um longo periodo de tempo?
Solucao.

(a) Como o volume inicial é de 50 | e a cada minuto 5 | é jogado no tanque
temos
V(t) =50 + 5t.

A quantidade inicial de sla é nula e a cada minuto temos 5 | de agua com
50 g de sal em cada litro. Logo,

s(t) =5 - 50t = 250t.

(b) A concentragao é dada por c(t) = \S/((?) Logo
250t 50t

M=575 " Tor¢
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(c) para sabermos o que ocorre com a concentracdo apos um longo periodo

de tempo, basta calcularmos o limite de c(t) com x tendendo a +oo. cal-

culando,
lim c(t) = lim 0 — lim — 0% _ gm0 s,
x—+00 x—+00 10+t X—>+oot(1T0_|_]) X—H—oo¥_|_]
Logo, a concentragdo se estabiliza em 50 g/l.
1.5.1 Assintotas obliquas
. , < , _ px)
Quando a fungao f(x) é uma fungao racional f(x) = m com o grau da

funcao polinomial p(x) sendo exatamente um grau a mais do que o grau da
funcao polinomial q(x). Com isso temos que existem polinbmios g(x) e r(x), tais

que p(x) = g(x)q(x) +r(x), sendo o grau de g(x) exatamente 1, existem valores
T(x)

q(x)’

Como o grau de r(x) € menor do que o grau de q(x) temos

T(x) lim T(x) _

X——00 q(x) o X——00 q(x)

reais tais que g(x) = ax + b. Assim, f(x) = g(x) +

Portanto o grafico de f tende a reta ax+b quando x tende a +-c0. Por isso, a reta
ax+ b é chamada de assintota obliqua do grafico da fungao f. Note que quando
uma fungao possui uma assintota obliqua, ela ndo possui assintota horizontal.
(Por qué?)

2

Exemplo 1.24. Analise o gréafico da fungéo f(x) = x

em relagao a exis-
2x—4

téncia de assintotas.

bf Solugao. A fungao f é uma funcao racional com dominio R\ {2}, logo se
tiver assintota vertical sera a reta x = 2. Calculando os limites laterais em x = 2,

temos

Com isso tems que a reta x = 2 é realmente a assintota vertical.

Como f(x) é uma fungao racional em que o polinémio do numerador tem
exatamente um grau a mais que o polinémio do denominador, temos que o
gréafico de f tem uma assintota obliqua, e consequentemente ndo possui assin-
tota horizontal. Para obtermos a equacao da assintota obliqua basta realizarmos
a divisdo de polinémios. Temos que

X2_9_ l+] _L
x—4 \2" 2x—4’




assim, a assintota obliqua do grafico def € aretay = 7% +1. Afigura 1.8 ilustra
o grafico de f.

. - - -9 . 1
Figura 1.8 Gréfico da fungao f(x) = )2:(7_4 com suas assintotasx =2ey = 5x +1.

Exercicios Recomendados

EP 2. Calcule os limites
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() lim x(\/x2+1 —x).

+o0o

EP 3. Determine as assintotas das fun¢ées

PRCE—

(b) f(x) = 2x* — xz— 3

(0 flx) = =%

RO =

(o) 1l = 22 3]

Exercicios Avancados

EA 1. Sejam

p(x) = anx" + A X" a4 ag

q(x) = bmX™ + by x™ 4.+ bix + by

polinémios de graus n e m, respectivamente. Prove que

n

(@) lim M: lm X
x—+too q(x)  x—doo by x™

T
®) lim plx) = lim_ an”



UNIDADE 2

Derivada






2.1 Primeiras palavras

A palavra derivada de uma funcao € a operacao que informa como se apre-
senta a variagao da fungao. Este conceito moderno chamado de derivada tem
sua origem em duas situacoes classicas: a velocidade instantanea de um objeto
e reta tangente a uma curva, em particular ao grafico de uma funcao. Estas
situacdes classicas serao abordadas num primeiro instante deste capitulo com
o objetivo de introduzir o conceito formal e abstrato de derivada de forma mais

suave.

2.2 Pré-derivada

2.2.1 \Velocidade instantanea

Quando ¢ informado que um automovel esta a uma velocidade de 80 km/h,
isso significa que a cada hora ele percorrera 80 km. Mas esta informagao nao
€, a principio, muito precisa, pois o automovel pode parar neste intervalo de
tempo e acabar nao percorrendo tal distancia. Melhorando a informacéo: se o
automével estd em movimento com uma velocidade de 80 km/h, significa que se
ele permanecer com esta velocidade por 1 hora ele percorrera 80 km. Porém, a
velocidade medida é sempre a velocidade média. Mas, entdao o que vem a ser

velocidade instantanea ou, simplesmente, velocidade de um automoével?

A ideia da velocidade instantanea é, na verdade, o valor obtido quando
o intervalo de tempo da medicdo € tomado tendendo a 0. Considerando As
variagao o espaco no intervalo At, definimos a velocidade instantanea sendo
lim o8
At—0 At’

Faremos uma analise mais detalhada. Um ponto moével M desloca-se ao

longo de uma linha reta horizontal, a partir de um ponto O (ver figura 2.1.).

As
O M - >
% ! ; i >
s=0 s =s(t) Sp=s(ty) s, = s(t,+At) s

Figura 2.1 Deslocamento de um objeto mével sobre um eixo orientado.

O deslocamento s, de M, em relagao ao ponto O, é a distancia de O a M,

se M esta a direita de O, e é o negativo dessa distancia se M esta a esquerda de
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O. Assim, s € positivo ou negativo, conforme M se encontre, respectivamente, a

direita ou a esquerda de O.

Com estas convengoes, a reta passa a ser orientada, o que chamamos de

eixo, sendo O sua origem.

O deslocamento s depende do instante de tempo t, ou seja, s € uma fungao
da variavel t: s = s(t).
Em um determinado instante t,, 0 deslocamento de M € sy = s(ty). Em

um instante posterior t;, 0 deslocamento de M é s; = s(t7).

Definicao 2.1. A velocidade média do ponto M, no intervalo de tempo [ty, t;] €
dada por
_ s1—s0 _ s(t) —s(to)

t1 — 1o t — 1o

Vm

Podemos também escrever t; = ty + At, ou seja, At = t; — to, € também
As = s(ty) — s(tg) = s(to + At) — s(to). Teremos entéo

v s(to + At) —s(to) As
me At At

Por exemplo, vamos supor que s(t) = %at2 (ponto movel uniformemente
acelerado). Assim, no instante t = 0 o ponto mével esta em s(0) = %a 02 =0.

A partir de um certo instante ty, temos uma variagao de tempo At. Seja
t; = to + At. Podemos ter At > 0 ou At < 0 (quando At < 0, t; antecede ty).

Teremos entao

1 1
s(t1) = s(to + At) = Ea(to + At)? = 7 (at(z) + 2atpAt + a(At)2>

A variacao do deslocamento do ponto movel, nesse intervalo de tempo, sera

1 1 1
As = s(t;) —s(ty) = Eaté + atoAt + Ea(At)z — Eatg

ou seja,

A 2
As = atopAt + a(at) .

A velocidade média do ponto, no intervalo de tempo [ty, t;], sera dada por

As  atpAt+ a(ATtJZ — ato 4 aAt
At At oo

a(At)?

Se At = 0, entao também teremos As = atyAt + ~ 0. No entanto,



Defini¢ao 2.2. De um modo geral, definimos a velocidade instantanea v(t,), do
ponto M, no instante ty, como sendo o limite da velocidade média no intervalo
de ty a to + At, quando At tende a zero, e escrevemos

v(tg) = lim As
0/ Aiso At

No nosso exemplo,
v(ty) = lim [ aty+ adt) _ at
O T ASo\" 0T ) T T

Exemplo 2.1. Um atleta percorre uma pista de 110 m de modo que a distancia
‘ . 1 .
s(t) percorrida apds t segundos é dada por s(t) = gtz + 8t metros. Determine a

velocidade do atleta
(a) no inicio da corrida;
(b) apds 5 segundos;
(c) na chegada.
Solugao. Temos que a velocidade num instante ty €
s(to + At) — s(to)

vi(to) = Alilllo At '

Assim,

(a) no inicio da corrida temos ty = 0. Logo, v(0) = lim M Calcu-

Ax—0 At
lando a velocidade

= lim
Ax—0 At

1
= lim —(At) +8
A)lcElOS( )+

= 8.

Portanto, a velocidade no inicio da corrida é de 8 m/s.

At) —
(b) Apds 5 segundos, temos que t = 5.Logo, v(0) = lim SO+ AY 8(5).
Ax—0 At
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Calculando a velocidade
o s(5+ At) — s(5)

vi0) = Alx—>0 At
{;(5 + At)2 +8(5+ At)] — (;(5)2 + 8(5))
- Aliglo At

1
[5(25 + 10At + (At)?) + 40 + SAt} — (45)
= 1i
Aiglo At
1
54 2At + —(At)? +40 + 8At — 45
— lim 5
Ax—0 At
1
T0At + = (At)?
— lim 5

Ax—0 At

= lim 10+ 1At
Ax—0 5

=10.

Portanto, a velocidade no inicio da corrida é de 10 m/s.

(c) Na chegada nao sabemos de imediato qual foi o tempo gasto, mas sa-
bemos que s(ty) = 100. Logo, para descobrir o tempo gasto é preciso
- 1
resolver a equacdo s(t) = gtz + 8t = 100. Mas,

%tz—l—St: 100 = t% + 40t = 500 = t> + 40t — 500 = 0.

Logo, precisamos resolver a seguinte equacdo do segundo grau t* + 40t —
500 = 0. Dela, obtemos os valores t = —50 e t = 10, e como 0s valores
de t sdo positivos temos que t = 10. Agora, podemos aplicar o limite para
calcularmos a velocidade do atleta ao final da corrida, parat = 10:

v10) = i s(]O—i—AAtJ)(— s(10)
X—

[;(1O+At)2 +8(10+At)] — (;(10)2 +8(10)>

= lim
Ax—0 At

Emoo + 20At + (At)?) + 80 + 8At} — (20 + 80)

= 1i
Airilo At
1
20 + 4At + g(At)2 + 80+ 8At — 100
= ]_‘
Aiglo At

12At + 1(At)2
- lm — 5
Ax—0 At

= lim 12+ lAt
Ax—0 5

=12.



Portanto, a velocidade do atleta na chegada é de 12 m/s.

2.2.2 Retatangente

Uma reta é tangente a um circulo se a intersegao dessa reta com ele é
apenas um ponto. Devido as propriedades geométricas esta definicao é satis-
fatéria. No entanto, a definicao de reta tangente a uma curva qualquer, ou até
mesmo para o grafico de uma funcao, nao se aplica. A figura 2.2 mostra que
essa definicao nos leva a ambiguidade, pois tanto a reta r, quanto a reta s se-

riam “tangentes” ao grafico ao grafico da funcao.

Ay o,

=Y

-2 2

Figura 2.2 Retas “tangentes” a curva.

Com isso, € necessario uma definicao mais apropriada para reta tangente.
Define-se a reta tangente ao grafico de uma funcao no ponto P, a reta “limite”
das retas secantes ao grafico que passam por Py, ver figura 2.3.

Ay

\
\

Figura 2.3 Reta tangente vista como a reta limite das restas secantes.
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Mas precisamos “concretizar” essa definicdo algebricamente. Da figura

2.4, podemos ver que o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de uma

fungao f no ponto Py é o limite dos coeficientes angulares das retas secantes

: . A
que passam por Py quando Ax tende a 0, ou seja m = lim 2y
Ax—0 Ax

f(xg+ AX) -

Figura 2.4 Definindo a reta tangente pelo coeficiente angular.

Exemplo 2.2. Qual é a equacdo da reta t, que tangencia a parabolay = x*, no

ponto P = (—1,1)? Qual é a equacao da reta r, normal a parabola nesse ponto?

~ A Ax)? —x3
Solugdo. Sendoy = x?, temos A—z = (xo + A);) X Em P, temos

xo = —1, logo o coeficiente angular da reta t é dado por

(=1 4+Ax)?* — (-1)?

Ax—0 Ax
. 1—=2Ax+ (Ax)? —1
=1l
Ax—0 Ax
. —=2Ax + (Ax)?
= lim —M—
Ax—0 Ax
= lim (—2 + Ax)
Ax—0
= —2.

Assim, a reta t, tangente & curvay = x* no ponto P, tem equacgao

ouseja,y=—-2x—1.



Figura 2.5 Representagéo grafica da curva y = x? e da reta t tangente a curva no
ponto P = (—1,1).

Exercicios Recomendados

EP 1. A posicdo de um ponto P sobre um eixo x, é dada por x(t) = 4t* + 3t — 2,

com t medido em segundos (s) e x(t) em centimetros (cm).

(a) Determine as velocidades médias de P nos seqguintes intervalos de tempo:
(1; 1,21, [1; 1,11, [1; 1,01], 15 1,001].

(b) Determine a velocidade de P no instante 1 s.

(c) Determine os intervalos de tempo em que P se move no sentido positivo e
aqueles em que P se move no sentido negativo. (P se move no sentido po-
sitivo ou negativo se x(t) aumenta ou diminui, respectivamente, a medida

em que t aumenta.)

EP 2. Se um objeto é langado verticalmente para cima, com velocidade inicial
110 m/s, sua altura h(t), acima do chdo (h = 0), apés t seqgundos, € dada

(aproximadamente) por h(t) = 110t — 5t* metro.

(a) Quais sao as velocidades do objeto nos instantes 3 e 4 segundos?
(b) Em que instante o objeto atinge sua altura maxima?
(c) Em que instante atinge o chao?

(d) Com que velocidade atinge o chao?
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. . 5
EP 3. Considere a fungdoy = f(x) = T

(a) Ache as equacdes das retas tangentes ao grafico de f(x) nos pontos P =
(0,5), Q =(1,5/2) eR=(-2,1);

(b) Esboce o grafico dessa curva, plotando pontos com os seguintes valores
dex = -3, -2, —1,0, 1, 2 e 3. No mesmo sistema cartesiano, esboce
também as retas tangentes a curva nos pontos P, Q e R.

EP 4. Escreva as equacées das retas tangente aos graficos da fungdo no ponto
determinado

(a) f(x) =x>—3x?> —x + 5 no ponto de abcissa x = 3.

(b) f(x) = x* no ponto de abcissa p.



2.3 Derivada

Nos dois casos apresentados na se¢ao anterior, tivemos o limite como fer-
ramenta para definirmos os conceitos de reta tangente e velocidade instantanea.
Apesar da natureza distinta das situagdes, uma geométrica e a outra fisica, elas
estdo relacionadas com o limite de uma variagao média de uma fungao real de

uma Unica variavel.

Definicao 2.3. Dada uma fungdo f(x), a fungdo derivada f'(x) (leia-se “f linha
de x”) é a fungao definida quando consideramos, para cada x, sujeito a uma
variagdo Ax # 0, a variagao correspondente dey = f(x), Ay = f(x + Ax) — f(x)
e entdo calculamos o valor limite da razao

A7y _ fx 4+ Ax) —f(x)
Ax Ax

quando Ax tende a 0. Ou sgja,

f(x) = lim 2F = i fxFEA) =)
T Ax—0 AX Ax—0 Ax

desde que o limite exista.

Para um valor especifico de x = x,

. f(Xo -+ AX) — f(Xo)
(x0) = 1
(xo) A>1<IE>10 Ax

€ a derivada de f, ou de f(x), no ponto xo.

A definicao de derivada é importante para o entendimento de sua utilizagao
em modelagem matematicas de problemas, e para o entendimento dos resulta-
dos obtidos. Mas, € claro que o calculo das derivadas nao sera feito diretamente

pela definicao, exceto em casos particulares de fungoes.

A classe fungdes mais simples é a das fungdes constantes, como nao ha
variagao, Ay = 0, temos

Proposicao 2.1 (Derivada de fungao constante). Se f(x) é uma fungao cons-

tante, entdo f'(x) é a funcao nula.

Demonstracdo. Como f(x) € uma fungao constante temos que f(x) = k, para
todo dominio de f e para algum valor real k, temos que Ay = f(x + Ax) — f(x) =

k —k = 0, para todo x no dominio de f. Assim,

. Ay .
/ = ]_ _— = ]_ =
) A0 Ax - Acho 0=0,

para todo x no dominio de f. Portanto, f'(x) é a funcao nula. O
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A seguir, apresentamos a regra de derivagdo para as fungdes f(x) = x™,

para algum n inteiro positivo.

Proposicao 2.2 (Tombamento da poténcia). Se f(x) = x™, n inteiro positivo,

entdo f'(x) = nx™"!

Demonstragao. Da algebra elementar, temos que o desenvolvimento da oténcia
(x +Ax)™ é

X" XM (Ax) + (n) X" 2(AX)E A+ ..+ <

5 )xz(Ax)“_2 +nx(AX)™ T+ (Ax)™

n—2
Logo, como Ay = f(x + Ax) — f(x) = (x + Ax)™ — x™, obtemos

Ay (x + Ax)™ —x"

Ax Ax
nx*1(Ax) + (TZL)X“*Z(AX)Z +...+ (nTl])X(AX)“q + (Ax)™

N Ax

= x4+ (;) X2 (AX) + ...+ nx(AX)V2 + (A
Assim,

Ay _ n—1
Ax—0 AX -

Portanto, (x")’ = nx™'. O

Outras notagdes sao utilizadas para representar derivadas. Sendo y =
f(x), denota-se também a derivada de f(x) por:

d daf
—y, D.f(x) ou ™

Ix (x)

e denota-se f'(xq) por:

df
dy ) (XO)) ou Dxf(XO)-
dx /., dx

=X0

O significado do valor /(xo) € a taxa de variacao, instantanea, de y, ou da
fungéo f(x), no ponto x = xo.

A operacao de calcular a derivada de uma fungao é chamada de derivacao
ou diferenciagdo. Se o valor f'(x,) existir, diremos que a funcao f é diferenciavel,
ou derivavel, em x,. Se a fungao for diferenciavel em todo seu dominio, diremos,

simplesmente, que a funcao f é diferenciavel, ou derivavel.

A préxima proposigao apresenta mais quatro regras de derivagao.

Proposigao 2.3. Sejam f(x) e g(x) fungées reais de uma variavel diferenciaveis

e c uma constante real qualquer, entao



o (cf(x)) =cf’(x).
o (f(x)+g(x)) =f(x)+g'(x).
o (f(x)—g(x)) =f'(x) —g'(x).

o (fg(x))" =f(x)'g(x) +f(x)g’(x)

Demonstragao. Ver demais titulos da bibliografia. O

Exemplo 2.3. Sendo f(x) = 2x3 — 3x°, calcule f'(x).

Solucao. Das regras de derivagao, temos

/(x) = (2x3 — 3x%)’

= (2 + (=3)x°)

= (2)" + ((=3)x°)’ ((f+9g) =f"+g')
=2(x*)" + (-3)(x*)’ ((cf) = cf’)
=2.3x* 4+ (-3) - 5x* (x™) =nx™1)
= 6x% — 15%*

Exemplo 2.4. Sejay = —3t° + 2112 — 98, calcule %

Solucao. Aplicando as regras de derivagdo, temos

% = (=3t° + 212 — 98)" = —18t> + 42t

Exemplo 2.5. Consideremos a fungdo polinomial p(x) = (x> +x + 2)(3x — 1).

Calcule a derivada de p(x) utilizando a regra do produto.

Solucgao. Aplicando a formula da derivada de um produto, obtemos

P =0 +x+2)Bx =1+ (x> +x+2)(3x—1)’
=(2x+1)Bx— 1)+ (x*+x+2)-3
=9x? +4x+5

. . - 1
O exemplo a seguir mostra a derivada da fungao f(x) = ~

, 1
Exemplo 2.6. Sgjay = < calcular %

Solugao. Temosy = )1( e

1 T x—(x+Ax) Ax

T X+ A x x(x+Ax)  x(x+4x)

Ay
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Ay 1

Logo, — = ————. Eni4o,
g Ax x(x + Ax)
dy . Ay 1 1
= lim 2= lim ——— = ——,
dx Ao Ax | Axbo x(x + Ax) x2

Com o mesmo procedimento do ultimo exemplo, podemos provar a se-
guinte regra:

Proposigao 2.4. Se g(x) € uma fungao derivavel, tal que g(x) # 0, para todo x

1\’ g’
(5) =5
Demonstragdo. Note que g(x + Ax) = g(x) + Ag. Sendo y = 1/g(x), temos

1 1
A= T AY 9
(

no domino de g, entao

1 1
glx)+Ag g(x)
~g(x) —(g(x) + Ag)
~ (gx) +Ag) - g(x)

_Ag
(g(x) +Ag) - g(x)

Assim,
Ay —Ag 1
Ax  Ax (g(x) +Ag)g(x)

Logo,
dy I Ay .. —Ag 1

xS Ax Ao Ax (g(x) +Ag)g(x)”

Como lim |deltag =0
Ax—

dy , 1 g’(x)
_ = — X [
ax =9 G T gt
O
Exemplo 2.7. Verifique que, sendo n. um inteiro positivo, (x ™)' = —nx ",

Solucao. Aplicando o resultado da proposicao 2.4, temos

XTI

Proposicao 2.5 (Derivada de um quociente).

GRE=C
g g

~ . . f 1
Demonstragao. Exercicio ao aluno! Dica: g = fa. O



x3—1
x3+1°
Solugao. Aplicando a formula para a derivada de um quociente, temos

;o N A
v=(551)
=)+ (P -1)

Exemplo 2.8. Calculary’, sendoy =

(x3+1)?
I3 +1) =33 (x> —1)
N (x3+1)2
6x?
e

2.4 Regra da cadeia

A regra da cadeia é uma regra de derivagcao que nos permite calcular a
derivada de uma composicdo (ou um encadeamento) de fungdes, tais como
f(g(x)) ou f(g(h(x))), conhecendo-se as derivadas f'(x), g'(x) e h'(x).

Quando temos uma fung@o composta, tal como y = (x> +x—1)'°, podemos
decompd-la em fungdes elementares. Simplesmente escrevemos y = u'®, com
u=x3+x—1.

Na notacao de Leibniz, a regra da cadeia nos diz que

dy _dy du
dx du dx’
No caso, teremos entao
dy dy du
dx du dx
=10u’- (3x2 +1)

=103 +x—1)7(3x2 + 1)

Repetindo tudo, passando da notacdo de Leibniz para a notacdo de La-
grange, temos y = f(u), com u = g(x), e entdo

dy dy du

dx  du dx
=f'(u) - g'(x)
= 1(g(x)) - g'(x)

Teorema 2.6 (Derivacao em cadeia). Sey = f(u) e u = g(x) entdo

dy dy du

dx du dx’ 49
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Em outras palavras, sendoy = f(g(x)), tem-se

A ideia intuitiva que inspira a regra da cadeia é a seguinte: sendo y = f(u)
e u = g(x), temos Au = g(x + Ax) — g(x) e, Ay = f(u + Au) — f(u)
Assumindo, por simplificagdo, que Au # 0 sempre que Ax # 0, 0 que nem
sempre ocorre, temos
Ay Ay du

Ax  Au Ax’
Note que quando Ax tende a 0, Au também tende a 0, pois g € continua, e assim

. Ay . Ay .. Au
lim —2 = lim —2 -1
A T aro Au T AX
e portanto,
dy _dy du
dx du dx’

Nos dispensaremos da tarefa de fazer uma dedugao mais rigorosa da regra da

cadeia, um procedimento possivel mas deveras sofisticado.

dy

dx’
Solugao. Escrevemos

Exemplo 2.9. Calcular sendoy = ((x* + 1)1+ 1)8,

y:us, u=vo4+1 v=x2+1.

Assim, estamos compondo (encadeando) trés fungées. Aplicando a regra da
cadeia, temos

dy dy du

dx  du dx
_dy du dv
o VR v
=8u 10V - 2x

=160(v'° + 1) (x* + 1)"x
=160x((x> + 1"+ 1) (x> +1)°

2.5 Derivagao implicita

Muitas vezes, duas variaveis x e y sdo tais que, em um certo intervalo de
valores de x, y depende de x, ou seja, y é uma fungao da variavel x, mas em lu-
gar de uma férmula y = f(x), temos uma equagao F(x,y) = c, inter-relacionando

ambas as variaveis, tal como nos dois exemplos a seguir.



() x*+y*>=2
@)X +y =x+y+xy

As vezes, é possivel resolver a equacdo dada em y, ou seja, “isolar’ y
no primeiro membro da equagao, expressando explicitamente y como variavel

dependendo de x. Por exemplo, no caso da equacgéo (1), podemos fazer
yz =2- Xza

e entao,
y=+v2—x%

Neste caso, deduzimos entdo que as fungdes y = f1(x) = vV2 —x2 ey = fo(x) =
—+/2 —x2 ambas satisfazem a equagao x* + y* = 2.

No caso da equacgdo (2), podemos verificar que, por exemplo, o par (1,0)
satisfaz a equacao, mas nao nos € ébvio como resolver a equagao em y e obter
uma fungdo y = f(x) satifazendo f(1) = 0 e x> + (f(x))> = x + f(x) + xf(x).

. No entanto, em ambos 0s casos, € quase sempre possivel obter a derivada
=
dente yp.

em um determinado ponto xy, se conhecemos também o valor correspon-

Para isto, derivamos ambos os membros da equagéo F(x,y) = c, conside-
rando y como fungao de x, e usamos as regras de derivagao, bem como a regra
da cadeia, quando necessario.

Exemplo 2.10. Determine 3y

L sendo y uma fungdo de x dada implicitamente

pela equagéo x* +y? = 2.
Solucao. /nicialmente note que, sendo y uma fungao de x, temos, pela
dy

regra da cadeia, (y?)' = 2y -y’. Assim, para obtermos T %Y y’, no caso da

equacgéo x*> +y? = 2, fazemos

Xyt =22 (K +y?) = (2)
= () + ) =0
= 2x+2yy' =0
=yy' =—x

:>y’——§
y)

desde que y # 0. Isto quer dizer que, se y é fungdo de x e Y # 0 satisfazendo
dy

24 y2 =2 entdo -2 = —X,
X“+y , ax Y
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Como vimos, as fungbes y = f1(x) = vV2—x2 ey = f2(x) = —vV2—x?
ambas satisfazem x> +y?* = 2. Pela derivagdo “implicita” efetuada acima, temos

dy

() Sey="fi(x), entdo = = —%§ = —¢t;. Neste caso, y' = — 7
i) Sey = f tio T — _x _ __x_ pNest o
(i) Sey = fi(x), entdo —— = — = —gi;. Neste caso, y' = 2

d . -
Exemplo 2.11. Calcule d—z a partir da equagdo x> + y*> = x*y> + x +y por

derivagdo implicita.
dy

Solucao. Para obtermos ™ (ouy’) no caso da equacdo x> +y* = x*y% +

x +vy, fazemos
Yt =Xy x+y = (6 +y0) = 0Py x )
= 3 +3y%y = (YR + 1 +y
= 3% +3y%y = ()Y + (YD) + T+
= 3% + 357y =22 % 2yy’ + 14y
= 3yty’ — 2x%yy’ —y' =14 2xy? — 3x?
= By — 2%y — Ny’ =1+ 2xy? —3x?

;o 1+ 2xy? —3x%

=Y 3yl -2y -1’

desde que 3y> — 2x*y — 1 #0.

No que no ultimo exemplo ndo sabemos como é a expressao de y em
funcao somente de x. No préximo exemplo veremo que nao precisamos conhe-

cer tal expressao.

Exemplo 2.12. Obtenha a reta tangente a curva x*> +y> = x*y? 4+ x +1y no ponto
P =(1,0).

Solucao. Note que o problema sé faz sentido porque o ponto (1,0) de fato
pertence & curva 1> + 0> =12 .02 + 1 +0.

. dy .. .. . ,
O calculo de d—z ja foi realizado no exemplo anterior, em que calculamos

1+ 2xy? —3%*
y' =

3yz —2x%y —1°
Como y(1) = 0, o coeficiente angular da reta tangente procurada é

dy B T+ 2xy? — 3x? _1—3_2
x| _; 3yl—-2x*y-—1|_, -1 7

Portanto, a reta procurada tem equagcdaoy—0 = 2(x—1), ou seja, y = 2x—2.



Proposicao 2.7. Sejamp e q inteiros, com q > 0, entao

P_
q ]_

() =

Ou seja, se r € um expoente racional, entao

(Xr)/ — TXT_] .
Demonstragdo. Sendo p e q inteiros, q > 0, se y = X4, entao y9 = xP. Por
derivagéo implicita, obtemos entdo que (y4)’ = (xP)’. Logo, qyi~'y’ = pxP~".

Assim,
,_pxP!
qya!
_ pxPx!

© qyiy!

Exemplo 2.13. Calcule a derivada de f(x) = v/3x2 + 3x + 5.
Solugéo. Temos f(x) = (3x% + 3x +5)5.

Aplicando derivagdo em cadeia e a regra 2.7, temos

—

f'(x) = [(3%* + 3x + 5)3]

(3x2 4+ 3x +5)73 (3x% + 3x +5)’

W = W[ —

(3x% +3x +5)73 (6x + 3)

= (3% +3x+5)3(2x + 1)
2x +1
(3x2 4 3x 4 5)2/3
2x + 1

J/(3x% + 3x + 5)2

Solucéo alternativa. Sendo y = f(x), temosy = V/3x2 + 3x + 5, e por-
tanto,

y? =3x* + 3x +5.
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Aplicando derivagdo implicita, obtemos 3y*y’ = 6x + 3, ou seja,
,  6x+3
=37

Logo,
, 2x + 1 2x+1

v (V3x2+3x+5)2 T3 (3x2+3x+5)2

Exercicios Recomendados

EP 5. Calcule t'(x), para cada uma das fungées f(x) dadas abaixo, cumprindo

as seguintes etapas

I. Primeiro desenvolva a expressdo Af = f(x + Ax) — f(x), fazendo as simpli-
ficagbes cabiveis.

f(x+Ax)—f(x)

Il. Em sequida obtenha, uma expressao simplificada para % = Ax

A
Ill. Finalmente, calcule o limite lim —f.
Ax—0 AX

(a) f(x) =17 —6x
(b) f(x) =7x*> -5

(c) f(x) =x3 + 2x

(@ Tx) = VX
(6) f(x) = XLS
() £(x) = x5

6
(9) f(x) = 2

EP 6. Usando as regras de derivacdo estabelecidas, calcule as derivadas das

seqguintes fungoes.
(a) f(t) =—6t3+12t2 —4t+7
(b) £(t) = (3t +5)?
(€) f(x)=(—2x*+1)
(d) f(x) = (3> —7x+1)(x* +x—1)

(o) flx) = Xt



EP 7. Determine o dominio de cada uma das sequintes fungcbes. Represente-
0 como um intervalo ou uma reuniédo de intervalos de R. No nosso contexto, o
dominio de uma fungdo f é o conjunto de todos 0s numeros reais x para 0s quais

f(x) é um numero real.
(@) f(x) =x3 —5x+3
(b) f(x) = A —x
() f(x) = —V4—x2

(d) f(x) = Vx? —5x + 4
1
V2x — x?

EP 8. Utilizando regras de derivagdo previamente estabelecidas, calcule as de-

(e) f(x) =

rivadas das seguintes fungées.

o) 1(z) = 52432
(©) lw) = 2

(d) s(t) =t>+ tlz

(©) fx) = 1 s
) ) = 22

EP 9. Calcule jy

X

x3 > 2 4
@ y= <3+1> +(X7+1)
(3 +7)*+x)°
x2 +1

@y=<;;fo

EP 10. Calcule as derivadas das seguintes fungées.

b)y=

(a) f(x) = (x> —3x +8)°

X

(b) f(x) = [
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(c) F(v) = (17v — 5)100

(d) s(t) = (4t° — 3t3 + 2t) 2

(u2+1)3

(e) k(u) = (@u—sp

EP 11. Determine a equacao da reta tangente a curva no ponto indicado, e os

pontos do grafico em que a reta tangente a curva é horizontal, nos casos
(@) y=(4x>—8x+3)*, P=(2,81).
b) y=(2x-1)"°, P=(1,1).

EP 12. Sek(x) = f(g(x)), comf(2) = —4, g(2) =2, f'(2) =3 e g’(2) =5, calcule
k'(2).

EP 13. Determine y’, em que y é uma fungdo de x dada implicitamente pela

equacéao
(@) 2¢ +x*y+y* =1
1 1
(b) 2 +z2= 1
(c) (y?>—9)* = (4x*+3x —1)?

EP 14. Verifique primeiramente que o ponto P pertence a curva dada e ache a

equacdo da reta tangente a curva no ponto P.
(a) xy =—16, P =(-2,8);
(b) 2> —x*y+y>—1=0, P=(2,-3).
EP 15. Calcule as derivadas das seguintes fungées.
(@) f(x) = V/8x3+27
(b) f(x) = (7x + VX2 +3)°

4
(© 1) = oa 167
(@ glz) = Y22

V3z+2
(e) F(v) = \5/\)55732

EP 16. Calcule 3 se



(@) 6x+ /xy—3y =4
(b) 3x* + yxy = 2y? + 20

EP 17. Uma funcio é par se f(—x) = f(x) para todo x em seu dominio, e é impar
se f(—x) = —f(x) para todo x em seu dominio. Sendo f derivavel, demonstre
que

(i) Sef é par, entao f' é impar;

(i) Se f é impar, entao ' é par.
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2.6 Derivadas de funcoes trigonométricas

Nesta secao serao calculadas as derivadas das fungdes trigonométricas.
Estaremos também apresentando as fungdes trigonométricas inversas e dedu-
zindo suas derivadas.

Para as demonstracdes das derivadas das fungdes sen € cos usaremos o

primeiro limite fundamental trigonométrico

lim 21 _
hso h

Teorema 2.8. As derivadas das fungées sen e cos s3o:
D, senx = cosx D, cosx = —senx.

Demonstracdo. Seja f(x) = senx. Consideremos Ax = h, assim

Af  f(x+h)—f(x) sen(x+h)—senx

Ax h - h

__ senx cosh +senh cosx —senx

N h

~ cenx cosh—1 4 cosx senh

N h h

, . cosh—1 . senh . senh
Logo, f'(x) =senx }:!.L]E%) - +cosx }1115% - Como }1113%) - e

. cosh—1
lim —— =0, temos
h—0 h

f'(x) = (senx) -0 + (cosx) - 1 = cosx.

Portanto, (senx)’ = cos x, para todo x € RR.

~ ~ T
Para funcao cos basta usarmos a relagdo cos x = sen <§ — x). Pela regra

da cadeia,

(cosx) = [sen (g—x)}/
e (G- (3
= (senx) - (—1)
= —senx.

O]

Uma vez que conhecemos as derivadas de sen e cos conseguimos obter as
derivadas das demais fungoes trigonométricas utilizando a regra do quociente,

0 que nos fornece o seguinte resultado.



Proposicao 2.9. As derivadas das fungées trigonométricas sdo:

(i) Dytgx = sec? x;

(ii) Dy cotgx = — cossec?

X,
(iii) Dy secx = secx tgx;

(iv) Dy cossec x = —cossec x cotg x.

2.7 Funcoes trigonométricas inversas e suas derivadas

Defini¢ao 2.4 (Fungao arco-seno). Para cada numero real a, —1 < a < 1, existe
um unico arco orientado «, —/2 < « < 7/2, tal que sen « = a (ver figura 2.6).
O valor « € chamado de arcosseno de a. Note que o arco-seno de a é o arco

cujo seno é a. Denotamos o arco coseno de a por arcsen a.

Q = arc sen a

-mt/2

Figura 2.6 Arco-seno.

Da definicdo de arco-seno temos que
x =arcsena Se,esomentese, senx=ae —n/2 < <7/

Exemplo 2.14. Temos

T NER: 1 s
arcsen 1 = > arcsen 5 =3 arcsen —3) =" arcsen(—1) = —

T
5
Definicao 2.5 (Funcao arco-cosseno). Para cada numero real a, —1 < a < 1,
existe um unico arco orientado 3, 0 < 3 < m, tal que cos 3 = a (ver figura 2.7).
O valor B é chamado de arco-cosseno de a. Note que o arco-cosseno de a € o

arco cujo cosseno é a. Denotamos o arco-cosseno de a por arccos a.
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<

B =arccos a

Figura 2.7 Arco-cosseno.

Da definicao de arco-cosseno temos que
[ =arccosa se,esomentese, cosp=ael0<pP<m

Exemplo 2.15. Temos

arccos1 =0 arccosg—E arccos Y _2m arccos(—1) =
- 24 2) 3 -

Definicao 2.6 (Fungao arco-tangente). Para cada numero real a, existe um
unico arco orientado vy, —m/2 < vy < m/2, tal que tgy = a. (ver figura 2.8).
O valory é o arco-tangente de a. Note que o arco-tangente de a é o arco cuja

tangente é a. enotamos o arco-tangente de a por arctg a.

y y

= /2
y =arctga a/

.

-1/2

Figura 2.8 Arco-tangente.

Da definicdo de arco-tangente temos que

vy =arctga se,esomentese, tgy=ae —m/2 <y <m/2



A proposicao a seguir mostra as derivadas das trés fungées inversas trigo-
nométricas.

Proposicao 2.10. Temos as seguintes derivadas

. 1
—X
.. 1
(ii) Dy (arccosx) = —ﬁ, para—1 <x < 1.
—X

1
(i) Dy (arctgx) = T332 parax € R.

Demonstragdo. (i) Sendo —1 < x < 1,y = arcsen x se, € somente se,seny =
s 7T

Xe—2 7

<y < =. Por derivagao implicita da equagao seny = x, temos

(seny)’ = (x)" = (cosy) -y’ =1
P 1 B 1
cosy /T—senly V1—%2

=Y

1
V1—x2

(i) Para —1 <x < 1,y = arccos x se, e somente se, cosy =xe 0 <y < m. Por

Portanto, (arcsenx)’ =

derivacao implicita temos

(cosy)' =1= —(seny) -y’ =1

1
NI

Portanto, (arccosx)’ = —

(i) Finalmente, para x € R, y = arctgx se, e somente se, tgy =x e —% <

y< 72—1 Por derivagao implicita temos

(bgy) =1= (sec’y) -y =1
P B 1 ]
Cosec?y 14tgly T4

=Y

Portanto, (arctgx)’ =

T+x%
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Exercicios Recomendados

EP 1. Sendo f(x) = senx, mostre que f'(x) = cosx, fazendo uso da formula

senp—senqzzsenp;qcosp—;q

para calcular o limite de

Af  f(x+Ax) —f(x)  sen(x + Ax) —senx

Ax Ax Ax

quando Ax — 0.

EP 2. A distdncia d = OA (veja figura 2.9) que um projétil alcanga, quando
disparado de um canhdo com velocidade inicial vy, por um cano inclinado com

um angulo de elevacao ¢ em relagcao ao chao (horizontal), é dada pela formula
d= Yo sen 2@
9

sendo g a aceleragdo da gravidade local. Qual é o angulo ¢ que proporciona
alcance maximo?

y

‘ d

Figura 2.9 llustagao do disparo do projétil.

EP 3. Calcule as derivadas das seguintes fungées.

(a) y=secvx—1
(b) y = cossec(x? + 4)
(c) y = cotg(x® — 2x)

(d) f(x) = cos 3x?

cos4dx

€y = 1 —sendx

(f) g(x) = cos? 3x

(@) y =tg?x secx



(h) f(x) =tg3(3x +1)
(i) y = x*sec? 5x
(j) f(x) =In|cossecx + cotg x|
(k) y=e *tgyx
() g(x) =1n(lnsec2x)
(m) y = x**
(n) f(x) =In|secx + tgx|
(0) y = arcsen /x
(p) f(x) = (1 + arccos 3x)?
(q) f(x) =Inarctgx?
(r) y = 3rcsen’
(s) g(x) = (tgx)=retex
EP 4. Determiney’ por derivagdo implicita.
(a) y=xseny
(b) e* cosy =xeY
(c) x* + x arcseny = ye*

EP 5. Esboce os graficos das fungbes, analisando-as previamente através de

derivadas e limites apropriados.
(@) y=x-+senx
(b) y = arctgx

(c) y=x+arctgx

2.8 Funcoes exponenciais e logaritmicas

Nesta seccao sera feita uma pequena revisdo das fungdes f(x) = a* e
g(x) = log,x, sendo a uma constante real, a > 0 e a # 1, e também, uma

apresentacao do numero e, uma constante muito importante da matematica.
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2.8.1 Pequena revisao de poténcias

. . m , .
Sabemos que, sendo a um numero real positivo, € — um numero racional,
n

defini-se a™™ por

a™m™ = Yam,

Para definirmos a poténcia a* para um valor real « precisamos de argu-

mentos matematicos mais sofisticados.
Se « € um namero irracional, existe uma sequéncia de niumeros racionais

que tende a « (uma sequéncia de aproximagoes de « por nimeros racionais),

ou seja, existe uma sequéncia de niUmeros racionais

K1y X2y K3y eeoyKnyeoo

talque lim oy, = «.
n—-+oo

Por exemplo, se a = v/2 ~ 1,414213562, existe uma sequéncia de aproxi-
macdes de v/2, cujos cinco primeiros termos sdo dados na primeira coluna da

tabela abaixo:

o« =1,4 (o« =1,96) log — | &~ 0,014213562 < 0, 1
o = 1,41 (o} =1,9881) |y — & &~ 0,004213562 < 0,01
oz = 1,414 («f = 1,999396) loz — o] & 0,000213562 < 0,001

ay=1,4142 (& =1,99996164)  |oy — o] & 0,000013562 < 0, 0001
a5 =1,41421  (od =1,99998992) |5 — x| & 0,000003562 < 0, 00007

Uma calculadora nos fornece uma aproximacéo de v/2 com 12 casas decimais:

V2 &~ 1,414213562373. A sequéncia acima, de aproximagdes sucessivas de v/2,

étalque |an — V2| < 10°™, eassim lim |a, —v2|=0,eentdo lim «,=+2
n—+oo n—+o0

(a segunda coluna da tabela acima sugere que 513 ol = 2).

n o

Sendo a € R, a > 0, e sendo « um namero irracional, e «1, oz, x3,... UMa

sequéncia de racionais com limite «, a* € definido como o limite da sequéncia
a®,a%? a® a™, . ...
Por exemplo, 2V2 é o limite da sequéncia

21’21,4)21,4])21,4]4’ L



Uma calculadora nos fornece as aproximagoes:

21 =2
214 _ 914/10 _ 19514 ~ 2,6390
2141 _ 51417100 _ 190/714T ~ 2,6574
91,414 _ »1414/1000 ~ 2,6647
21,4142 _ 14142/10000 ~ 2,6651

No que diz respeito a poténcias de base real positiva e expoente real, te-

mos as seguintes boas propriedades, que aceitaremos sem demonstracao.
Proposicao 2.11. Segjam a,b € R, a,b > 0, ex,y € R, entao

(i) a*-a¥ = a*ty;

(i) (@) = a¥;

1
i) a7 = —;
(i) @™ = —;

aX
) ox—y _ L
(iv) a Pk
(v) a®=1;

(Vi) a*-b* = (ab)*.

2.8.2 A fungao exponencial

Sendo a um numero real, positivo, a # 1, define-se a fungao exponencial

de base a por f(x) = a*, para todo x € R.

Tomamos a # 1 pela simples razdo de que 1* = 1 para todo x € R, o
que torna a* constante no caso em que a = 1 (funcdes constantes ndo sao
classificadas como fungdes exponenciais). Além disso, tomamos a > 0 porque,
se a < 0, a* nao se define para uma infinidade de valores reais de x. Por
exemplo, se a = —4 entdo, paracadan € N, n > 1, a!/?" = (—4)1/2" = /4

nao se define como numero real.

Assumiremos que, se a > 0 e a # 1, a funcao exponencial dada por f(x) =
a*, é continua em R, isto &,

lim a* = a*, paratodo x € R.
X—X0

Assumiremos também que se a > 1, a fungdo f(x) = a* é crescente, com

lim a* = +oo,ese0 < a < 1afuncado é decrescente,com lim a* =0"(=0).
Xx—+00 X—+00
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Figura 2.10 Graficos de y = 2* a esquerda e de y = (1/2)* a direita.
Baseados nos graficos acima temos a seguinte algebra de limites:

e Sea>1,
e Sel0<axl,

Por exemplo,

o lim 2% =27 = 40,
X—+00

e lim 2*=2"% =0,

X——00
. +oc0

o Jim (1= ()" =0,
. TV* _ (1\™° _ 9400 _

o lim (2) =(z) =27 =+c0.

2.8.3 Logaritmos e funcdes logaritmicas

Sea>0,a#1,ex > 0,0 logaritmo de x na base a, denotado por log, x,

€ 0 expoente ao qual devemos elevar a para obtermos x, ou seja
log, x =y se, e somente se, a¥ = x.

Assim alo8a* = x.

Por exemplo,



log, 8 = 3, pois 2° = 8;

log, 27 = % pois 93/2 = /93 = 33 = 27;

1 .
log, 7 = —2, pois 272 =1/4;

] 74
— —4,pois (=] =16
].Og]/z 16 4, pois (2> y

log, 5 ~ 2,3219, pois 223219  4,9999.

Note que log, 5 ndo € um numero racional, pois se log, 5 = 7, com m e n
inteiros positivos, entdo 2™™ = 5. Dai, 2™ = (2™™)™ = 5", 0 que é impossivel
pois 2™ é par e 5™ é impar.

Listamos aqui, sem deduc¢ao, algumas propriedades elementares dos lo-

garitmos:

Proposicao 2.12. Sendo x ey reais positivos, z real qualquer, e a,b > 0, com

a,b # 1, entao

e log,(xy) =log,x +log,y,

log, 3 =log,x —log, vy,

log, x* =z - log, x,

1
o log x'* = ngax, sez#0;
logy, x
* logax = logy, a

Assim, por exemplo, a passagem dos logaritmos decimais (base 10) para

os logaritmos de base 2 é dada por

logipx  logx
log;p2 log2’

log, x =

Sendo a fungao f(x) = a* continua e crescente quando a > 0, e decres-
cente quando 0 < a < 1, temos que log, x € definida para todo x > 0.

Por exemplo, f(x) = 2* é crescente, 22 = 4 e 23 = 8. Pela continuidade de
f, a imagem do intervalo [2, 3], pela fungao f, € o intervalo [4,8]. Existe entao
xo € [2,3] tal que 2* = 5. Assim, log,5 = x(. Portanto, realmente existe o

numero real log, 5.

Além disso, se a > 0, log, € crescente, e se 0 < a < 1, log, é decrescente.
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Na figura 2.11, temos esbocos dos graficos de f(x) = log,x e g(x) =
log, x.

Admitiremos que f(x) = log, x € continua no seu dominio |0, +ool, ou seja,
se xo > 0, entdo X1:‘1_}r§<10 log, x = log, xo. Além disso, temos ainda (confira isto
observando os graficos da figura 2.11).

lim log, x =log,(0") = 0 seax0

x—0F

+o0o sel<ax<l

bem como também (confira observando os graficos da figura 2.11)

+00 sea>0

ngoo log, x =log,(+00) =

-0 sel0<ax<l

Figura 2.11 Graficos de y = log, x a esquerda e de y = log; ,, x a direita.

2.8.4 Onumeroe

Na matematica universitaria, ha duas constantes numéricas muito impor-
tantes. Sao elas o nimero 7t ~ 3,14159, e 0 nimero e ~ 2,71828. A constante
7t € conhecida pela constante que aparece em geometria e trigonometria, que
€ a relagao entre o comprimento da circunferéncia e seu raio. Para constante e
daremos a seguinte defini¢cao:

Definicao 2.7. O numero e € definido como sendo o limite

e= lim (H—]) ,
n—-+oo n

sendo n apenas valor naturais. O numero e € irracional.



Tabela 2.1

n|l/n 1+% (1+%)n

111 2 21=2

10| 0,1 1,1 1,110~ 2,59374
100 | 0,01 1,01 1,01)1% ~ 2, 70481

(
(
1000 | 0,001 | 1,001 | (1,001)1°% ~ 2,71692
(
(

10000 | 0,0001 | 1,0001 | (1,0001)1%° ~ 2 71815
100000 | 0,00001 | 1,00001 | (1,00001)10000 ~ 2 71828

Observe a tabela 2.1 de valores (aproximados) de (1 + %)n paran = 1,

1 1
10, 100, 1000, 10000, 100000. Note que lim (1 + > =1+ —=1
n—-+00 n “+00

Assim, podemos enganosamente intuir que, quando n € muito grande,
(1 + %)n ~ 1™ = 1 (mesmo calculadoras de boa qualidade podem nos indu-
zir a este erro). Neste caso, nossa intuicao é falha, pois pode ser demonstrado

1 R ,

queonumeroa, = ( 1+ - cresce a medida em que n cresce, sendo a; = 2,
e 2 < a, < 3 paracadan > 2. Natabela 2.1, ilustramos o fato de que quando n

€ muito grande,

-] n
<1 + ) ~ 2,71828.
n

Assim, temos que o simbolos 17> e 17 significam indeterminacgdes. Va-
mos admitir, sem demonstracao, que também, para x real

. " . (A . 1/x
lim (14+—-)] =e, lim 1+; =e e lm(1+x)/*=e.

X——+00 X X——00 x—0

Definicao 2.8. Se x > 0, chama-se logaritmo natural ou logaritmo neperiano de

x, denotado porInx, ao logaritmo

Inx = log, x.

Como e ~ 2,71828 > 1, a funcao f(x) = Inx €& crescente e seu grafico
tem, qualitativamente, a forma do grafico de g(x) = log, x, figura 2.11 grafico
a esquerda. A passagem dos logaritmos naturais para os logaritmos decimais

(base 10) é dada por
~ logex  Inx
~log., 10 I1n10°

logqgx
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2.8.5 Derivadas de fungdes exponenciais e logaritmicas

Veremos agora como sao as derivadas das fungoes f(x) = a* e g(x) =
log, x, sendo a uma constante real, a > 0 e a # 1. O préximo Teorema ilustra
a importancia da constante e como base de uma funcado exponencial natural.
Antes de enunciarmos o teorema, veremos um lema que sera importante na
demonstracao do teorema.

Lema 2.13. Temos que

el —1

lim =1.

h—0 h

Demonstragdo. Calcularemos o limite através de uma interessante mudanga de
variavel. Fazendo e® — 1 =z, temos e™ = 1 + z, e entdo h = log,(1 + z). Logo,
h — 0 se, e somente se, z — 0. Entao,

im € ' lm % —fmo
h—0 h z—0log.(14+2z) z—0 log.(1+z)

z

1 1
= lim —=1

% 1o0g, {(1 +z)1/z} ~ logee 1

Teorema 2.14. As derivadas das fungées exponenciais s4o:
(i) Se f(x) = e*, entdo f'(x) = e*.
(i) Sef(x) =a* (a>0,a#1) entdof'(x) =a* lna.

Demonstragao. (i) Seja f(x) = e*. Entao

. Af . flx+ Ax) — f(x)
lim — = lim
Ax—0 AX  Ax—0 Ax
ex+Ax —eX
= lim ——

Ax—0 Ax
eX . eAx —eX
= lim —
Ax—0 Ax
) . eAx -1
= lim e*-
Ax—0 Ax
e —1

:eX

- lim
Ax—0  Ax
=e*. 1
X

=e

. Af
Portanto, sendo f(x) = e*, temos lim — = ¢e*.
Ax—0 AX



(i) Para calcular a derivada de a*, fazemos
a* = eloge a* _ exlogea — exlna — e(ln a)x
e aplicando a regra da cadeia, (e*)’ = e* - u’, obtemos

(%) = [e(lna)x:| ! _ ellma)x (lna)x) = elmaX 1n 0 — *lna.

Quanto a fungdes logaritmicas, temos o seguinte

Teorema 2.15. As derivadas das fungées logaritmicas s&o:

() Dufinx) = 1;

) 1
(i) Dx(log,x) = ——

(i) Dynlx) =

(IV) DX(IOga |X|) = xlna

Demonstragdo. (i) Se y = lnx, entdo y = log, x, e portanto x = eY. Por

derivagao implicita em relagao a x, temos (x)’ = (e¥Y)’. Logo, 1 = e¥ - y'.
1T .
Portanto, y’ = -y = xouseja, (Inx)" =1/x.
.. Inx\’ (Inx)’ 1
! _ —
(i) Temos que (log,x)’' = <1na> = Tha —xna

Para derivar In |x|, ou log, |x|, lembremo-nos de que |x| = x quando x > 0,

e [x| = —x quando x < 0. Assim, se x > 0, recaimos nos itens (i) e (ii).
Sex <0, (Inlx])) = (In(—x))" = }x (=x) = ‘7‘ (=1 = % O item (iv) é
deduzido analogamente. O

Agora estamos em condigdes de provar que a regra do “tombamento’da
poténcia é valida para qualquer poténcia real.

Proposicao 2.16. Se « € uma constante real qualquer e x > 0, entao
Dy (x*) = ax®!

Demonstragdo. Se y = x* entdo lny = Inx* = «lnx. Por derivagao implicita,
- 1 1
em relagdo a x, temos que (Iny)’ = (xlnx)’. Logo, ﬁ Yy = " Portanto,

1 1
! C—=ox® e — = ox* . O
X X

Y=y «

71



72

No exemplo seguinte, fazemos uso da funcdo In para derivar uma funcéo

exponencial de base e expoente variaveis.
Exemplo 2.16 (Uma funcao exponencial de base e expoente variaveis). Calcular
a derivada de f(x) = x*.

Solucao. Sendoy = x*, temosIny = Inx* = x - Inx. Derivando ambos 0s
membros em relacdo a x, temos
1
(lny) = (x-1lnx)' = " y'=lnx+x-(Inx)’
1
=y =y (1nx+x- x) =x*(1+Inx).

Portanto, (x*)" = x*(1 + Inx).

Exercicios Recomendados

EP 1. Calcule os seguintes limites. Lembre-se que 1-°° e 17> sdo simbolos de
indeterminacao.

. 2\X,
(@) lim (1+3)

Sugestao. Para contornar a indeterminagdo 1*°°, faga 1 + % =1+ 1‘;

(b) lim (ﬁ)x;

X——+00

Sugestao. Para contornar a indeterminagdo 1, faga 17 =1+

: 2x+ 3\
(c) xHI—noo<2X—i-1> ’

=

: 3x+T1\".
@ am (573)

. 3x+T1\",
(e) xl—lgloo (Zx+3> ’

] 2x

EP 2. Usando o resultado do problema anterior, calcule

(@ lim n-(a'/™—1) (sendoa>0,a#1);

n—+00

. eax R ax—1 ) e —1 .oe™*—1
(b) lim € ;1 ; Sugestdo. lim = lim(a- )=a-lim

x—0 x—0 X x—0 ax x—0 ax

. ax__,bx ; ~ . ax__,bx . (eaxf])i(ebxi])
c) lim ¢ €~ ,Sugestdo. lim £ € —lim——"~—"*+ "
( ) x—0 x 9 x—0 x x—0 x

. ClXi‘l
(@) lim 5=



EP 3. Sendo f(x) = 2%, calcule os limites laterais lim f(x) e lim f(x).

x—0+ x—0~

1 - L .
EP 4. Sendo g(x) = ——, calcule os limites laterais lim g(x) e lim g(x).
1 + 2x—a x—a't x—a~

EP 5. Calcule as derivadas das seguintes fungoes.

(@) y=e;
(b) y = e4x+5’.
(c) y=av;

@ y= 7X2+2x,.

(6) y=e*(1—-x%);

e* —1
Hy=—;
My SEEE
@ y=x"~;
(h) y =x"m;

(i) y=1n|ax + b|;
() y =1log,(x*+1);
(k) y=In1x;

2
() y=1n155;

(m) y = lnx* + 2x/;

(n) y = log;o(3x* +2)°;

(0) y = xlnx;

(p) y = (Inx)*;

(@ y=In(x+vxZ+A) A#0);

(r) y =logo(lnx);

a—+x

() y=-1In a#0)

2a

EP 6. Calcule y’, calculando Iny, expandindo o segundo membro, utilizando

a—Xx

propriedades de logaritmos, e entao derivando implicitamente.

5 x(xz—i-]).

@ y= 12
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(x +1)?

OY =G pmaa
~ x(1 +x2)
©Ov="r=a5

(@ y=/(3+2)Vex 7.
EP 7. Calcule dy/dx, sey = f(x) é definida implicitamente pela equagao
(a) 3y —x? +1n(xy) = 2;
(b) xIny—ylnx=1;
(c) eV —x3 +3y2 =11.

EP 8. Determine a equagdo da reta tangente a curvay = x* + In(2x — 5) no

ponto dessa curva de abcissa 3.

EP 9. A posicdo s de um ponto movel P sobre um eixo horizontal s € dada por
s(t) = t* —41n(1 +t), t > 0, sendo s dado em centimetros e t em segundos.
Determine a velocidade e a aceleracdo do ponto P em um instante t qualquer.

Determine os intervalos de tempo em que o ponto P se move

(a) para a esquerda, isto é, em direcao contraria a do eixo s, e

(b) para a direita.

Exercicios avancados

ah—1
h

em separado. Para a # 1, faca a mudanga de varidvel a® — 1 = z, e entdo
h=In(z+1)/Ilna.

EA 1. Mostre que, sendo a > 0, ]11111% = ln a. Sugestdo: Trate o caso a = 1
—

EA 2. Responda as seguintes perguntas:
(i) Qual nimero real é maior, (0,1)%" ou (0,2)%2?
(i) Qual é o menor valor de x*, sendo x real e positivo?

EA 3. Mostre que ¢ < €™, sem o uso de maquinas de calcular. Sugestao.
. 1 , .
Considere f(x) = % Mostre que f é crescente no intervalo 10, e] e decrescente

no intervalo [e, +oo[. Use entao o fato de que t > e.



2.9 Taxas relacionadas

Na linguagem do calculo diferencial, se uma variavel u é fungao da variavel

L n ~ . . du
v, a taxa de variacéo (instantanea) de u, em relacdo av, é a derivada "
AY)

Em varias problemas de calculo, duas ou mais grandezas variaveis estao

. . ~ .V sen 01
relacionadas entre si por uma equacgao. Por exemplo, na equagao — = sen 0’
%) 2

temos quatro variaveis, vi, v, 07 e 0,, relacionadas entre si.

Se temos variaveis, como u, v e w, relacionadas entre si por uma equacao,
podemos ainda ter as trés como funcdes de uma Unica variavel s. Por derivagao

N L . . .. . du
implicita ou derivagdo em cadeia, podemos relacionar as varias derivadas I

9 e d—w ou ainda, por exemplo d—u ﬂ
ds ds’ P plo. dv’ dw

grandezas variaveis estao interrelacionadas, e nos quais sao levadas em conta

Problemas em que duas ou mais

as taxas de variacdes instantaneas, de algumas dessas grandezas em relacao
as outras, sdo chamados na literatura do céalculo de problemas de taxas relacio-
nadas.

Exemplo 2.17. Um tanque tem a forma de um cone invertido, tendo altura H
e raio do topo circular igual a R. Encontrando-se inicialmente vazio, o tanque
comega a encher-se de agua, a uma vazao constante de k litros por minuto.
Exprima a velocidade com que sobe o nivel da agua (dh/dt), em funcdo da

profundidade h. Com que velocidade a agua sobe no instante em que h =07

Solucao. O volume da agua quando esta tem profundidade h é dado por
V= %mzh, sendo r o raio da superficie (circular) da agua. Veja figura 2.12.

Figura 2.12 Tanque na forma de um cone invertido.

Sendo R o raio do topo da caixa, e H sua altura, por razées de semelhanca
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i h , Rh .
de triangulos, temos % = dair = TR Com isso, obtemos

1 /Rh\? = mR?
v_3n<H> h=——h.

A taxa de variagdo do volume de agua no tempo, isto é, sua vazao, é constante,

. av . )
ou seja — = k, para alguma constante k (litros por minuto).

dt
av dVv dh dv
Por derivacao em cadeia, temos — = — - —. Como — = k, temos
¢ ’ dt dh dt dt ’

nR? ,\ dh

k=(-—5h?) =—.

< H? > dt

Logo,
dh  kH? 1

dt mRZ h?’

Assim, estabelemos que a velocidade de subida do nivel da agua é inver-
samente proporcional ao quadrado de sua profundidade. Quando h = 0, temos,
dh - . »
T +o00. Na pratica, este resultado nos diz que nossa modelagem matematica
nao nos permite determinar a velocidade de subida da agua no instante em que

o tanque comeca a encher-se.

Exemplo 2.18. Uma escada de 5 m de comprimento esta encostada em uma
parede. A base da escada escorrega, afastando-se da parede a uma taxa (ve-
locidade) de 2 cm/seg. Com qual velocidade o topo da escada cai no momento
em que a base da escada esta a3 m da parede?

Solucao. Na figura 2.13 temos um diagrama geométrico para o problema,
em que denotamos por x ey as distancias da base e do topo da escada a base

da parede, respectivamente.

T

Figura 2.13 llustracdo da situacao da escada.



d "y ,
Temos d% = 2 cm/seg. Pelo teorema de Pitagoras, x* +y* = 25, e deri-

C - d d ,
vando implicitamente em relacdo a t, temos 2x - d—: +2y- d% =0, ou seja,
dy dx
V' T Y a
. d
Quandox = 3 m= 300 cm, temosy = 4 m= 400 cm, e entdo d—i’ =—1,5cm/seg.

Nesse instante, a velocidade com que o topo da escada cai é 1,5cm/seg.

Exercicios Recomendados

EP 10. Um tanque tem a forma de um cone invertido, tendo altura de 5 m e raio
da base (isto é, do topo) de 1 m. O tanque se enche da dgua a taxa de 2 m’/min.
Com que velocidade sobe o nivel da agua no instante em que ela tem 3 m de

profundidade ?

EP 11. O gds de um baldo esférico escapa a razdo de 2 dnm/min. Mostre que a
taxa de variacao da superficie S do balao, em relacao ao tempo, é inversamente
proporcional ao raio.

Dado. A superficie de um baldo de raio r tem area S = 47mr?.

EP 12. Um ponto mdvel desloca-se, em um sistema de coordenadas cartesia-

nas, ao longo da circunferéncia x* + y> = v (r constante) com uma velocidade
. p d

cuja componente em x € dada por d—: = y (cm/seg). Calcule a componente

) d . .
da velocidade em vy, d% Seja 0 o deslocamento angular desse ponto movel,

medido a partir do ponto (1,0) no sentido anti-horario. Calcule a velocidade an-
de . . A .
gular e Em que sentido o ponto se desloca sobre a circunferéncia, no sentido

horario ou no anti-horario?

EP 13. No exemplo 2.18, uma escada de 5m de comprimento esta recostada
em uma parede. Mostre que é fisicamente impossivel manter a base da escada
escorregando-se, afastando-se da parede a uma velocidade constante, até o
momento em que o topo da escada toque o chao.

Sugestao. Avalie a velocidade com que o topo da escada toca o chao.

EP 14. Prende-se a extremidade A de uma haste de 3 m de comprimento a
uma roda de raio 1 m, que gira no sentido anti-horario a taxa de 0,3 radianos
por segundo. A outra extremidade da haste esta presa a um anel que desliza
livremente ao longo de um outra haste que passa pelo centro da roda (ver figura
2.14). Qual é a velocidade do anel quando A atinge a altura maxima?
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3m

Figura 2.14 llustracdo da questao EP 14.

2.10 Diferenciais

Quando uma fungao f(x) & derivavel em um ponto x,, temos
f(xo + Ax) — f(x0)

li =f’ .
Airilo Ax (xo)
Assim, se chamamos
—f
f(XO + AX) (XO) . f/(xo) —=¢

Ax
teremos lim ¢ = 0.
Ax—0

Como Af = f(xg + Ax) — f(xg), temos Af = f/(xg)Ax + ¢ - Ax. Como ¢ ~ 0

guando |Ax| é suficientemente pequeno, temos, para um tal Ax, a aproximacao
Af =~ f'(xg) - Ax
Chama-se diferencial de f em x, a expressao simbolica
df(xg) = f'(xq) dx.
O produto f’(xo) - Ax, € o valor da diferencial de f no ponto xo, df(xo), quando

dx = Ax.

A expressao dx, diferencial da variavel x, pode assumir qualquer valor real.
A importancia da diferencial € que quando dx = Ax e este é suficientemente

pequeno, temos Af ~ df, ou mais explicitamente,
f(xo + Ax) — f(x0) =~ f'(xo) Ax.

Em geral, é mais facil calcular f'(xo) - Ax do que f(xo + Ax) — f(xo).

Nos primordios do calculo, matematicos diziam que dx seria uma variacao
“infinitesimal” de x, atribuida a xo, € que df(xy) seria a variagao infinitesimal, so-
frida por f(x¢), correspondente a variagao dx atribuida a xo. Esses matematicos

chegavam a escrever “f(x + dx) — f(x) = f’(x) dx”.



Ainda hoje, muitos textos de célculo para ciéncias fisicas, referem-se a

[T} [T}

“um elemento de comprimento dx”, “um elemento de carga elétrica dq”, “um

elemento de massa dm”, “um elemento de area dA” etc., quando querem referir-

se a quantidades “infinitesimais” dessas grandezas.

Na figura 2.15 temos uma interpretacao geométrica da diferencial de uma

funcado f em um ponto xp, quando dx assume um certo valor Ax.

dx = AX

Figura 2.15 Note que, quanto menor Ax, melhor a aproximacédo dy =~ Ay. Na figura, t
€ a reta tangente ao gréafico de f no ponto (xo, f(xo)). As coordenadas do
ponto Q, sobre a reta t, sd0 xo + Ax e f(xo) + f'(x0)Ax (verifique).

Sumarizando, quando x sofre uma variacao Ax,

(i) Ay =f(x+ Ax) —f(x) é a variagao sofrida por f(x);
(i) dy = f’(x)Ax € a diferencial de f, em x, para dx = Ax;
(iii) Ay =~ dy, se Ax é suficientemente pequeno.

Convenciona-se dizer ainda que

. Ax o, .~ . R o
(iv) — é a variagao relativa de x, correspondente a variagao Ax;
X

A dy , o . R I
V) 29 o ?y € a variagao relativa de y = f(x), correspondente a variagao Ax,

Y .
sofrida por x.

Exemplo 2.19. Mostre que se h é suficientemente pequeno, vale a aproximagao

h
a+h~a+—,
2a

com a > 0. Com tal férmula, calcule valores aproximados de \/24 e \/104.

Compare com resultados obtidos em uma calculadora.
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Solugao. Sendo y = f(x) = 1/x, usamos a aproximacao Ay ~ dy. Temos
Ay = f(x + Ax) — f(x) e dy = f/(x)dx = Zfdx Considerando x = a’ e
dx = Ax = h, teremos vVaZ + h — va? ~ J+, e portanto

Va2 +h= a+£.

2a
]
Temos entdo v24 = /52 + (—1) ~ 5+ — = 4,9, e V104 = V102 +

4
10 + 570~ 10,2. Por uma calculadora, obterlamos V24 ~ 4,898979 e V104 ~

10, 198039.

Dizemos que um numero real x esta representado em notacao cientifica
guando escrevemos x na formax = a- 10", com 1 < |a| < 10 e n inteiro (positivo
ou negativo). Assim, por exemplo, em notagao cientifica temos os numeros
2,46 - 107> e 4,584 - 10", enquanto que, convertendo & notacédo cientifica os
ndmeros —0, 023 - 103 e 452,36 - 103, teremos —0,023- 103 = —2,3-10°, e 452,36 -
103 = 4,5236 - 10°.

Exemplo 2.20. Estimar, em notacéo cientifica, uma aproximagao de T

L, quandon = 10%.
Solugao. (uma calculadora pode nao dar conta desta tarefa)

Sendo f(x) = % temos df = —%dx.
1 1

IXATY

Pela aproximacédo Af ~ df, teremos, quando n = 108,

2 22

n3  10%

Exemplo 2.21. Quando estima-se que a medida de uma grandeza é M unida-

=f(n+1)—f(n) =Af, parax=neAx=1.

Af ~ f'(n)Ax = — =—2.107%,

des, com possivel erro de E unidades, o erro relativo dessa medicao é E/M. O
erro relativo da medigao indica o erro médio (cometido na medigdo) por unidade
da grandeza.

O raio v de uma bolinha de ago é medido com a medigdo cujo erro maximo
é de 1%. Determine o maior erro relativo que pode ocorrer na afericao de seu
volume.

Solugao. O volume de uma bola de raio r é dado porV = %m?

Sendo 'V = 3mr3, temos dV = 4mr? dr.

O erro AV, na afericdo do volume, correspondente ao erro Ar na medicao
do raio, quando Ar é bem pequeno, é aproximadamente dV. Temos entao

AV 4V Amr?(Ar)  3Ar

vV TV T (43T




Para % = +0,01 (erro maximo relativo na medigcao do raio), temos % ~ +0, 03,

e portanto 3% é o maior erro possivel na medicao do volume.

Observacao 2.1. Se o grafico de f afasta-se muito rapidamente da reta tangente
ao ponto (xo, f(xo)), Qquando x afasta-se de xy, a aproximagcao Ay ~ dy pode
falhar, quando tomamos um valor de Ax que julgamos suficientemente pequeno,
por ndo sabermos quao “suficientemente pequeno” devemos toma-lo. Isto pode
ocorrer quando a derivada f'(xq) tem valor absoluto muito grande.

Como um exemplo, seja f(x) = x'®. Temos £(1,08) = (1,08)'%° ~ 2199, 76,
por uma calculadora confiavel (confira). No entanto, o uso de diferenciais nos da
f(1+ Ax) = (1) + '(1)Ax = 1 + 100Ax, e portanto, para Ax = 0,08, f(1,08) ~
14+100-0,08=9.

A razdo dessa discrepancia é que f'(1) = 100, o que torna o grafico de
f com alta inclinagdo no ponto xo = 1. Nesse caso, somente um valor muito
pequeno de Ax torna vélida a aproximagdo Af ~ df. Por exemplo, (1,0005)'%° ~
1,0513, por uma calculadora, enquanto que, (1,0005)'° ~ 1,05, pela aproxi-

magao Af ~ df.

Exercicios Recomendados

EP 1. Sew =23 —322+22—7, use a diferencial dw para obter uma aproximagéo

da variacdo de w quando z varia de 4 a 3, 95.

EP 2. Estima-se em 8 polegadas o raio de um disco plano circular, com margem
de erro de +0,06 polegadas. Ulizando diferenciais, estime a margem de erro
no calculo da area do disco (uma face). Qual é o erro relativo no calculo dessa

area?

EP 3. Usando diferenciais, deduza a férmula aproximada Va3 +h ~ a + %
Utilize-a para calcular aproximagdes de v/63 e v/65. (Compare com os resulta-
dos obtidos em uma calculadora eletrénica).

EP 4. A drea A de um quadrado de lado s é dada por s*>. Para um acréscimo As

de s, ilustre geometricamente dA e AA — dA.

2.11 Graficos

Existe o processo simples de esbogar o grafico de uma fungao continua

ligando-se um numero finito de pontos P; = (x1,f(x1))y..., Pn = (xn, f(xn)), de
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seu grafico, no plano xy. Mas este procedimento nem sempre revela as nuances
do gréfico.

Nesta se¢do, veremos como as derivadas sao ferramentas auxiliares no
esbocgo desses graficos, provendo informagdes qualitativas que nao podem ser

descobertas por meio de uma simples plotagem de pontos.

Relembrando as defini¢cdes de fun¢des crescente e decrescente.

Definicao 2.9. Uma fungao f(x) é crescente no intervalo 1 (I C R) se, nesse
intervalo, quando x aumenta de valor, f(x) também aumenta de valor. Em outras

palavras, f é crescente se vale a implicagcao
X1 < X2 = f(X]) < f(Xz)

para quaisquer xi,x; € 1. A figura 2.16 ilustra este comportamento.

f(x))
f(x)

f(x,)

f(x) cresce

:
/ 0 X4 X X, X
—

quando x cresce

Figura 2.16 f é crescente em um certo intervalo 1.

Definicao 2.10. Uma fungéo f(x) é decrescente no intervalo 1 (1 C R) se, nesse
intervalo, quando x cresce em valor, f(x) decresce. Em outras palavras, f é

decrescente se vale a implicagdo
X < x2 = f(x1) > f(x2)
para quaisquer xi,x; € 1. A figura 2.17 ilustra este comportamento.

A derivada pode ser usada para inventigar se uma fungao é crescente ou

decrescente, como mostra o teorema a seguir.

Teorema 2.17. Suponhamos que f é continua no intervalo fechado [a,b] e tem
derivada nos pontos do intervalo aberto ]a, bl.

(i) Se f'(x) > 0 nos pontos do intervalo aberto ]a,b[, entdo f € crescente no

intervalo [a, b].



f(x,)
f(x) decresce f(x)

f(x;)

0

quando x cresce

Figura 2.17 f é decrescente em um certo intervalo I.

(i) Se f'(x) < 0 nos pontos do intervalo aberto ]a,b[, entdo f é decrescente

no intervalo [a, b].

Nao iremos demonstrar o teorema 2.17 aqui. Apenas ilustraremos geome-

tricamente o fato de que esse teorema é bastante plausivel.

Na figura 2.18, em que f € crescente em um certo intervalo [a, b], todas
as retas tangentes ao grafico de f, no intervalo ]a, b[, sao inclinadas para a
direita. Entao, os coeficientes angulares dessas retas sao todos positivos. Como
o coeficiente angular em um ponto P = (c,f(c)) é f'(c), temos f'(c) > 0 para
cada c €]a,bl.

Figura 2.18 Derivada positiva.

O comportamento de f’(x) nos extremos do intervalo ndo precisa ser le-
vado em consideragao. Na figura 2.18, temos f'(a) = 0 e f/(b) = +oo (a reta
tangente em (b, f(b)) € vertical, Xlif%,lf f'(x) = +00).

Na figura 2.19, em que f € decrescente em um certo intervalo [a, b], todas
as retas tangentes ao grafico de f, no intervalo ]a, b[, sdo inclinadas para a es-
querda. Dai os coeficientes angulares dessas retas sao todos negativos. Como
o coeficiente angular em um ponto P = (c,f(c)) é f’(c), temos f'(¢c) < 0 para
cada c €]a, bl.

O comportamento de f/(x) nos extremos do intervalo nao precisa ser le-
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Figura 2.19 Os coeficientes angulares, das retas tangentes, sempre negativos, € indi-

cativo de fungao decrescente.

vado em consideragao. Na figura 2.19, temos f'(a) = 0 e f'(b) = —oo (a reta
tangente em (b, f(b)) € vertical, li:%l f'(x) = —00).
x—b—

Definicao 2.11. Seja f(x) uma fungao cujo dominio contém o intervalo aberto |.

(i) O grafico de y = f(x) € cOncavo para cima (ou tem concavidade voltada
para cima) no intervalo aberto 1 se, exceto pelos pontos de tangéncia, a
curvay = f(x) esta, nesse intervalo, sempre no semi-plano acima de cada
reta tangente a ela nesse intervalo (veja figura 2.20).

Figura 2.20 Note que as medidas dos coeficientes das retas tangentes crescem a

medida em que x cresce.

(ii) O grafico dey = f(x) € cdncavo para baixo (ou tem concavidade voltada
para baixo) no intervalo aberto 1 se, exceto pelos pontos de tangéncia, a
curvay = f(x) esta, nesse intervalo, sempre no semi-plano abaixo de cada
reta tangente a ela (veja figura 2.21).

Dizemos que o intervalo 1 é aberto quando 1 tem uma das formas: ]a, b|, ]a, +ool,
]— oo, bl € [0, +o0l.



/ X
Figura 2.21 Note que as medidas dos coeficientes das retas tangentes decrescem a

medida em que x cresce.

2.11.1 Derivadas de ordem superior e concavidades do grafico

A concavidade de um grafico esta relacionado a uma derivada, que é a

derivada da derivada. fomalizaremos o conceito de derivadas de ordem superior.

Definicao 2.12. Seja f uma fungdo e f' sua derivada. A segunda derivada de
f, denotada por " (Ié-se “f duas linhas”), sendo a derivada da derivada de f, ou

seja

f//(X) — (f/(X))/ — lim f/(X+AX) _ f/(X)

Ax—0 Ax ’

desde que o limite exista.

Costuma-se denotar também a segunda derivada de uma fungao f(x) por

2
2 (x), % ouDZ2f(x).

Analogamente, definem-se as derivada de ordem maiores do que dois,

d3 d /[d?
" _ ¢(3) — (" r_ Y - 79
£0) = f000) = (")) = 3 dx(dxz)»

e paracadan > 2

f(x) = (F (%)) = dty d <dn—1y) |

Codxt dx \ dxn!

A seguir sera apresentado um teorema que relaciona a segunda derivada

de uma fungao com a concavidade de seu grafico.

Teorema 2.18. Sendo f(x) derivavel duas vezes nos pontos do intervalo aberto
I8

(i) se f”(x) > 0 para todo x € 1, entdo a curvay = f(x) é concava para cima

eml;
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(i) se f"(x) < 0 para todo x € 1, entdo a curvay = f(x) é cdncava para baixo

eml1.

Demonstracdo. O teorema 2.18 nao sera demonstrado, serao apresentadas

apenas as ideias usadas na demonstragao.

Se f”(x) > 0 nos pontos x € I entao, pelo teorema 2.17, a fungao f'(x) é
crescente em 1. Assim, f/(x) cresce a medida em que x cresce, como na figura
2.20. Desse modo, temos a curvay = f(x) concava para cimaem I; se f”(x) < 0
nos pontos x € I entdo, pelo teorema 2.17, a funcao f’(x) é decrescente em 1.
Assim, f’(x) decresce a medida em que x cresce, como na figura 2.21. Desse
modo, temos a curva y = f(x) concava para baixo em 1. O

Definicao 2.13 (Pontos de inflexao da curva y = f(x)).
O ponto P = (xo, f(x0)) € um ponto de inflexao da curvay = f(x) se esta curva
€ cOncava para cima (ou para baixo) em um intervalo |, xo[ (x real ou —oo) €
cbncava para baixo (respectivamente, para cima) em um intervalo Ix,, B[ (B real
ou +00).

Isto quer dizer que o ponto P = (xo,f(xo)) € um ponto de mudanca do
sentido de concavidade do grafico de f. Veja figura 2.22.

Figura 2.22 P é um ponto de inflexao do grafico de f.

Tendo em vista o resultado do teorema 2.18, se f”(x) é continua, os candi-

datos a pontos de inflexdo sdo os pontos (x, f(x)) para os quais f”(x) = 0.

Exemplo 2.22. Esboce o gréfico da funcdo f(x) = x* — 3x.

Solugdo. Temos f'(x) = 2x — 3 e f"(x) = 2. Assim, f e suas derivadas f' e
f” sdo todas continuas em R. Analisando a variagao de sinal de f'(x)

f'fix)>0&2x—-3>0&x>3/2

Assim, f(x) é crescente no intervalo (3/2,+oco[ e decrescente no intervalo | —

00, 3/2]. Desse modo, em xy = 3/2, temos um ponto minimo local, que acontece



ser o ponto de minimo de f(x). Note que f'(3/2) = 0, o que significa que a reta
tangente ao grafico em (3/2,1(3/2)) deve ser horizontal. Como f"(x) =2 > 0
para todo x, o grafico de f tem a concavidade sempre voltada para cima.

Como ll}lll f(x) =4+oc0 e lim f(x) = +oo, € com os elementos deduzidos
X o0 X——00

anteriormente, e notando que f(3/2) = —9/4, e que 0 e 3 sdo as raizes de f

(solugées da equacéo f(x) = 0), temos o esbogo da curvay = x> — 3x na figura

2.23.

21 :
Q4 '

Figura 2.23 Esboco do gréfico da fungéo f(x) = x% — 3x.

Exemplo 2.23. Esboce o gréfico da funcdo f(x) = x> — 3x?.

Solugdo. Temos f'(x) = 3x* — 6x e f"(x) = 6x — 6. Assim, f e suas
derivadas f' e f” sdo todas continuas em R. Analisando a variacao de sinal de
f'(x)

flilx) =3x(x—2)>0&x<00oux>2

Assim, f(x) é crescente no intervalo | — co,0] e também é crescente no
intervalo [2,+ool, sendo decrescente no intervalo [0,2]. Observe que 0 e 2 sdo
raizes de f'(x). Assim, nos pontos (0, f(0)) = (0,0) e (2,f(2)) = (2,—4) as retas
tangentes ao grafico de f sdo horizontais. Analisando a variagdo de sinal de
f"(x), temos

f'(x) =6x—6>0& x> 1.

Assim, o grafico de f tem concavidade voltada para cima quando x > 1 e para
baixo quando x < 1. Assim, o ponto P = (1,f(1)) = (1,—2) é ponto de inflexao
do gréfico.

Como lim f(x) =+oc e X1_i>11r100 f(x) = —oo, e com o0s elementos deduzidos

X—-+00

anteriormente, e notando que 0 e 3 sdo as raizes de f (solugcbes da equacgao
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f(x) = 0), temos o0 esbogo da curvay = x> — 3x? na figura 2.24.

Figura 2.24 Esboco do grafico da fungéo f(x) = x> — 3x2.

- ~ 2x + 1
Exemplo 2.24. Esboce o grafico da fungéo f(x) = ;+ 7

Solucao. Temos que o dominio da fungdo é D(f) = R — {2}, e que

) 5
=or — toee lim ) =5

= —0OQ.
Logo, a reta de equacado x = 2 é uma assintota vertical do grafico de f.

Para analise do crescimento ou decrescimento da fun¢cao observaremos o

sinal de sua derivada. Temos que

2x+1)/(x—2)—(x—2)"(2x+ 1)

f'(x) = x_2)
C2(x—2)—(2x+1)
(x —2)?
]
S (x—2)?

Note que f'(x) < 0 para todox em D(f) = R —{2}. Logo, a fungéo é decrescente

nos dois intervalos contidos em seu dominio ] — oo, 2[ € ]2, +ool.

Calculando a segunda derivada da fungdo f para a analise da concavidade

do grafico, temos

-5 7 22 3

f,/(X) = |:(X_2)2:| = [—5(7(—2) }, = ]O(X—Z) .
Da analise do sinal da segunda derivada obtemos o seguinte diagrama fornece
os sinais de " e as direcdes das concavidades do grafico de f. Como 2 ¢ D(f),

o grafico ndo tem ponto de inflexao.



fll

oON
+

\J

y = f(x) N -/ X

Finalmente, analisaremos a existéncia de assintota horizontal. Calculando

0s limites quando x tende a —co € +oco temos

im 2 0 C lim ),

x—4o0 X — 2 X——00
Logo, a retay = 2 € a assintota horizontal do grafico de f. A figura 2.25 € o
grafico de uma funcdo com base nos aspectos estudados anteriormente.

A

y=2 2| _\_ _ _ _
o~ 2 4 s &
VR |

Figura 2.25 Grafico da funcao 2;_+21 .
2_2x+2
Exemplo 2.25. Esboce o grafico da fungao f(x) = Xxixﬁ

Solucao. Temos que o dominio da fungdo é D(f) = R — {1}. Note que
a funcdo é uma funcao racional em que o grau do polinbmio do numerador é
exatamente um grau maior do que o grau do denominador. Logo, o gréafico
tera uma assintota obliqua, e, consequentemente, ndo tera assintota horizontal.
Calculando os limites laterais de f no ponto x = 1, temos

lim x2—2x+2 1 tooe lim x2—2x+2 1
_— = = o _—_— Y= —_—— = — .

ot x—1 0t o x—1 o~ @

Assim, a reta vertical de equacao x = 1 é uma assintota vertical do grafico de f.
Comox? —2x+2 = (x—1)(x—1) + 1, podemos expressar a funcdo f por

(x—1)(x—1)—|—1: 1

f(x) = — (x—1)+m.

Temos que a assintota obliqua tem a equagadoy = x — 1.
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Calculando a derivada de f, obtemos

22X+ (x =) = (x = 1)/ (x* +2x + 2)

v (x— 1)
(2x—2)(x—1)— (x2 —=2x +2)
B (x—1)2
B x2 —2x
S (x—1)2
~ x(x—2)
C (x—1%

Logo, as raizes de f'(x) sdox = 0 e x = 2. O diagrama abaixo mostra em quais
intervalos a fungao é crescente ou decrescente. Temos que y cresce em]—oo, 0]

y' + 0 — 1 _ 2 +
@ .

y A NCAy(T) N A x

e em [2,+oo[, € decresce em [0,1] e em |1, 2].

Calculando a segunda derivada de f, obtemos

" x2—2x]’
Y :[(x—nZ]
(x? = 2x)'(x — 12 — [(x — 13’ (x* — 2x)
(x—1)*
(2x—2)(x — 1)2 = 2(x — 1)(x% — 2x)
(x—1)4
(2x —2)(x — 1) — 2(x? — 2x)
(x—1)3

(x—1)3

O diagrama a seguir mostra os sinais de y” e as concavidades da curva
y = f(x).

\

Como x = 1 ndo pertene ao dominio de f, o grafico ndo tem ponto de
inflexdo. A figura 2.26 ilustra o grafico da fungao f(x).
Exemplo 2.26. Esboce o grafico da fungdo f(x) = (x + 2){/(x — 3)2.

Solucao. O dominio de f é D(f) = R, e como f é continua em todo R. (por

qué?) seu grafico ndo apresenta assintotas verticais.



x2—2x+2

Figura 2.26 Grafico da funcao —

Antes de calcular a derivada de f, note que f(x) = (x + 2)3/(x —3)% =
(x +2)(x — 3)?/3. Assim, pela regra do produto,

y=x=3"+(x+2)- %(x—s)*’/?

Para facilitar o calculo da sequnda deriva e analise de sinais, colocaremos em
evidéncia a fragcdo 1/3, e também a poténcia de x — 3 de menor expoente

y' = %(x—3)_1/3 Bx=3)"+2(x+2)]
= %(x—.’))_]ﬁ . (5x — 5)
= g(x—3)_1/3 S(x—1)
~5(x—1)
C 3x—3

Note que a fungao f é continua em todos os pontos de R, mas f'(x) nao esta
definida em x = 3. O diagrama abaixo mostra os sinais da derivada.

y' + 1 _ 3 +
@ O
y A NOAy@E) S«

y

Temos entdo que f cresce em]— oo, 1], decresce em [1, 3] e cresce nova-
mente em [1,+oo[. Aqui temos algo novo, pois a fungao f ndo tem derivada em

x = 3. Como é a geometria do grafico de f nas proximidades do pontox =37 A
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resposta a esta questao vira com o estudo das concavidades do grafico. Temos

/

v = 2 =3B =)

3
TS B 1y D 2)-1/3
= 9(x 372 (x 1)+3(X 3)
:gu_srﬂ%4x—n+3u—3m
:gu—sy*“ux—&

10

Ou segja,
£(x) = 10(x —4)

9y (x—3)*
O diagrama abaixo mostra os sinais de y” e as concavidades do grafico de
f. Resista a tentacao de simplificar o radical /( )*!

yu _ 3 _ 4 +
O o

y=fx) M M W

v

Temos que o ponto (4,f(4)) = (4,6) é ponto de inflexao do grafico. A figura

2.27 ilustra o grafico de f.

y

Figura 2.27 Gréafico da fungéo (x +2){/(x — 3)2

Neste esbogo levamos em conta as aproximacées f(1) = 34 ~ 4,8, f(0) =
2v/9 ~ 4,2. Levamos em conta também que —2 e 3 sdo raizes de f. Note
que, antes e pouco depois de xy = 3, o grafico tem concavidade voltada para

baixo. Como f decresce em [1,3] e cresce em (3, +ool, temos, no grafico de f,



a formacao de um “bico” agudo no ponto (3,0). Isto explica a inexisténcia de

derivada em xy. Ndo ha reta tangente ao grafico no ponto (3,0).

Quando f é continua em um intervalo contendo um ponto xo no seu interior,
e f’ é continua em todos os pontos desse intervalo, exceto em x, e, além disso,

lim f’(x) = 400 OU —oo, temos uma reta vertical tangente ao grafico de f em

XHXO

(xo, T . Estes dois casos sao ilustrados na figura 2.28.
Xo x xo X
Figura 2.28 A esquerda, lim,_,,, f'(x) = —oco. A direita, lim,_,y, f'(x) = +oc0
Quando lim f’(x) = +co e lim f’(x) = —oo, 0 grafico forma um bico
x—)xg X~>x07

em P = (xo,f(x0)), tal como no ponto (3,0) da figura 2.27 ou no ponto P do
grafico a esquerda na figura 2.29. Quando 11m f'(x) = —co e lim f'(x) = +oo,

X—)XO X—)XO
temos novamente um bico em P, s6 que agora apontando para cima, tal como

no grafico a direita na figura 2.29.

I

v

X X Xg X
Figura2.29 A esquerda, lim,_ . f'(x) = 400, € lim, . f'(x) = —oo. A direita,
lim x—wfr i ( ) = —00, € limx—m i ( ) +0oo

Exercicios Recomendados

EP 1. Cada uma das fungées f(x) dadas abaixo tem como dominio todo o con-

junto R. Para cada uma delas,

(i) Calcule t'(x) e determine os intervalos em que f € crescente e aqueles em

que f é decrescente;
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(i) Calcule " (x) e determine quais sdo os intervalos em que a concacidade

da curvay = f(x) é para cima, e em quais é para baixo;
(iii) Determine os pontos de inflexao da curvay = f(x);

(iv) Calcule as raizes de f (solugdes da equacgéao f(x) = 0), quando isto nao for
dificil;
(v) Calcule os limites lim f(x) e lim f(x);

X—+00 X——00

(vi) A partir dos dados coletados acima, faga um esbogo bonito do grafico de
f.

(@) f(x) = —x*+2x + 1
(b) f(x) =x>—6x% +9x

(c) f(x) =3x*—4x3 —12x* + 8

x*+3
(@) f(x) = 21
(e) f(x) =2x3 —9x? +12x — 6
4x
f =
EP 2. Para cada uma das funcgbes dadas abaixo,

(i) Determine o dominio da fungdo e, com base nisto, verifique se a curva

y = f(x) tem retas assintotas verticais.

(i) Calcule f'(x) e determine os intervalos em que f é crescente e aqueles em

que f é decrescente;

(iii) Calcule f"(x) e determine os intervalos em que a curvay = f(x) é concava

para cima e aqueles em que ela é céncava para baixo;
(iv) Determine os pontos de inflexao da curvay = f(x);

(v) Calcule as raizes de f (solugbes da equacao f(x) = 0), quando isto nao for
dificil;

(vi) Verifique se a curvay = f(x) tem retas assintotas horizontais ou inclinadas.

(vii) A partir dos dados coletados acima, faga um esbogo bonito do grafico de
f.



(viii) Indique os pontos do grafico em que a reta tangente € vertical e os pontos
em que inexiste tal reta tangente (procure por pontos onde f é continua,
mas ' ndo é definida).

(a) f(x) = ﬁ
XZ
) ) = 1o

(c) f(x) = Vx> —1

@) f(x) = vV1—=x3

(e) f(x) = Vex2 —x3

(f) f(x) =2x—2Vx3 + 1

2.12 Maximos e minimos

Nesta secao estaremos explorando procedimentos estratégicos para de-
terminar os valores extremos de uma fungao f, ou seja, o valor maximo e o valor
minimo de uma fungao f, em um intervalo I C R, sem recorrer a um esbogo
do grafico de f nesse intervalo. Iniciaremos esta secdo com as definicoes de
maximos e minimos locais.

Definicao 2.14 (Pontos de maximo e pontos de minimo locais). Um ponto x,, no
dominio da fung&o f.

(i) o ponto xy € um ponto de minimo local de f se existe um intervalo [a, b]
contido no dominio de f, com a < xy < b, tal que f(x) > f(x¢) para todo x
em [a, b]. Isto ocorre quando existem intervalos [a, xo] € [xo, b] tais que  é

decrescente em [a, xo] e é crescente em [xy, b]. Veja figura 2.30.

Figura 2.30 O ponto xo € um ponto de minimo local.
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(ii) o ponto xy € um ponto de maximo local de f se existe um intervalo [a, b]
contido no dominio de f, com a < xy < b, tal que f(x) < f(xo) para todo x
em [a, b]. Isto ocorre quando existem intervalos [a, xy] € [xo, b] tais que f é

crescente em [a, xo] e € decrescente em [xy, bl. Veja figura 2.31.

Figura 2.31 O ponto xo € um ponto de maximo local.

O teorema a seguir nos fornece uma condicao suficiente para que possa-

mos garantir que uma funcao possua valor de maximo e minimo (global).

Teorema 2.19 (Weierstrass). Se uma fungao f é continua em um intervalo fe-
chado [a,b] C R, entao existem pontos xo € x; em [a,b] tais que f(xq) e f(x1)

sdo, respectivamente, os valores maximo e minimo de f(x), parax em [a, b].

Os pontos x e x; aos quais se refere o teorema de Weierstrass sdao chama-
dos ponto de minimo de f e ponto de maximo de f, respectivamente. O teorema

¢ ilustrado na figura 2.32.

o

Xt———— — — —

x
o
o+ ———
x

Figura 2.32 Uma ilustracao para o Teorema de Weierstrass.

Elucidando os conceitos aqui apresentados, sendo I € D(f) um intervalo

(limitado ou ilimitado), dizemos que

(i) f(xo) é o valor minimo de f em I, se f(xo) < f(x) para todo x em I;

96 (i) f(x7) € o valor maximo de f em I, se f(x;) > f(x) para todo x em 1.



Exemplo 2.27. A funcdo f(x) = x* no intervalo 1 = [—1,+o0[ tem um ponto de
minimo xg = 0, sendo f(0) = 0 seu valor minimo, pois x* > 0 para todo x € 1.

Nesse intervalo, f nao tem valor maximo pois lilll f(x) = +oo.
X—+00

2.12.1 Maximos e minimos em um intervalo

Como determinar os pontos de um intervalo fechado [a,b], em que uma
fungao continua f atinge seus valores maximo e minimo? Uma solugao deste
problema seria esbocgar o grafico de f nesse intervalo, conforme as estratégias
desenvolvidas na secao 2.11, e entdo localizar os valores extremos de f. Mas
como determinar os valores maximo e minimo de f, no intervalo [a, b], sem re-

correr ao estudo do esboco de seu grafico? E isto que trataremos de responder.

Teorema 2.20. Se f tem derivada em um intervalo aberto 1, e se xy € 1 é ponto

de minimo local ou maximo local de f, entdo f'(xq) = 0.

Demonstragdo. Suponhamos que xo € um ponto de minimo local. Mostraremos

que f'(xo) = 0, usando a definicao de derivada.
Consideremos Ax # 0, com xo + Ax € 1. Entao, f(xo) < f(xo + Ax) €
Af
Af = f(xo + Ax) — f(xo) > 0. Se Ax > 0, temos o > 0 e se Ax < 0, temos
Af
— <0.L
Ax — 090,

. Af . Af
lim —>0e lim — <O0.
Ax—0T AX Ax—0— Ax

Af
Como f’(xp) = lim —, temos que 0 < f'(xo) < 0. Portanto, f'(xo) = 0.
Ax—0 Ax

Prova-se de forma andaloga para o caso em que xy € um ponto de maximo

local. O

Observemos que se xo € um ponto de minimo de f num intervalo [a, b],

entdo x, tem uma das seguintes caracteristicas:

(i) xo € também um ponto de minimo local de f, e f tem derivada em x,. Neste

caso, conforme o teorema 2.20, f'(xq) = 0.
(i) xo € um ponto de minimo local de f, mas f nao tem derivada no ponto xo.
(iii) xo € um dos extremos do intervalo [a, b], ou seja, xo = a ou xg = b.

Os casos (i), (ii) e (iii) sao ilustrados na figura 2.33.

Analogamente, se x; € um ponto de maximo de f num intervalo [a, b], entao

x1 tem uma das trés seguintes caracteristicas:
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(i) (ii) (iii)

X —f——
o
o
]
x
o
I
o

|
|
|
|
|
|
T

|
|
T
X, b a

Figura 2.33 Pontos de minimo tipicos.
(i) x; € também um ponto de maximo local de f, e f tem derivada em x;. Neste
caso, conforme o teorema 2.20, f/(x;) = 0.
(i) x; € um ponto de maximo local de f, mas f ndo tem derivada no ponto x;.

(iii) x; € um dos extremos do intervalo [a, b], ou seja, x; = a ou x; = b.

Esses casos sao ilustrados na figura 2.34.

(® (ii) (iii)

Q —+—
X 4———— ——

Figura 2.34 Pontos de maximo tipicos.

Definicao 2.15 (Ponto critico). Seja f uma fungdo. Um ponto x no dominio de f
é chamado um ponto critico de f se f'(x) = 0 ou se f é continua em x, mas nao

existe f'(x).

Assim, um ponto de maximo ou de minimo de uma fungao f, em um inter-

valo [a, b], € um ponto critico de f ou uma das extremidades do intervalo.

Exemplo 2.28. Determine os valores méximo e minimo de f(x) = 2x3+3x*—12x,
no intervalo [—3, 3].

Solugao. A fungdo f € continua no intervalo [—3,3], e pelo teorema de

Weierstrass ela possui valores de maximo e minimo. Temos
f/(x) = 6x* +6x — 12 = 6(x* +x —2).

As solugoes de f'(x) = 0 sdo x; = —2 e x; = 1. Estes sdo os pontos criticos

de f no intervalo [—3, 3], pois a funcdo f(x) é diferenciavel em todo o intervalos



1 — 3,3[. Calculando os valores de f nos extremos do intervalo e nos pontos

criticos, temos:
f(x1) =f(—=2) =20, f(x2)=F(1)=-7, f(-3)=9 e f(3)=45.

Por comparacao dos valores obtidos, o ponto de minimo de f, para —3 <
x <3, éxmin =x2 = 1, sendo f(1) = —7 o valor minimo de f nesse intervalo. Ja
0 ponto de maximo de f, para —3 < x < 3, é xmax = 3, sendo f(3) = 45 o valor
maximo de f nesse intervalo. Como ilustracao, temos um esboco do grafico de
f, no intervalo [—3, 3], na figura 2.35.

45

Figura 2.35 Gréfico da fungao 2x3 + 3x% — 12x no intervalo [—3, 3].

Exemplo 2.29. Determine os valores maximo e minimo da fungao f(x) = (x —
2)2V/X2, no intervalo —1 < x < 1.

Solugao. A fungéo f é continua no intervalo [—1, 1], pelo teorema de Weierstrass
ela possui valores de maximo e minimo. Temos

4(2x% —5x +2)
3v/x

Assim, f'(x) = 0 se, e somente se, x =2 oux = 1/2. Note que 2 ¢ [-1,1] e f

f'(x) =

é continua, mas nao diferenciavel, no ponto 0. Logo, os pontos criticos de f sao
x1=1/2ex; =0.
Calculando os valores de f nos extremos do intervalo e nos pontos criticos,

temos:

9
f(x1) =f(1/2) = m ~ 1,4, f(0)=0, f(—-1)=9 e f(1)=1.
Portanto, f(0) = 0 é o valor minimo de f, enquanto que f(—1) = 9 é seu valor

maximo.
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No caso em que desejamos encontrar pontos de maximo e minimo de uma
fungéo f continua num intervalo I ¢ D(f), sendo I um intervalo ndo fechado ou
ilimitado, usamos a seguinte estratégia: comparamos os valores de f no extremo
gue pertence ao intervalo, se existir, com os valores de f nos seus pontos criticos
desse intervalo; em seguida, comparamos esses valores com os limites de f(x)

quando x tende a extremos que nao pertencem ao intervalo.

Como reforgo estratégico na pesquisa de maximos e minimos locais, temos

também o seguinte teorema.

Teorema 2.21. Sendo f uma fungao continua, com ' também continua, em um

intervalo aberto 1, e xo um ponto de 1,
(i) sef’(xo) =0 ef”’(xq) >0, entdo xo é um ponto de minimo local de f;
(i) sef’(xo) =0 ef”(xy) <0, entdo xo € um ponto de maximo local de f;

Nao faremos a demonstragao do teorema 2.21 aqui, mas faremos a se-
guinte observacao geométrica, que o torna intuitivamente obvio. Se f'(xy) = 0,
a reta tangente ao grafico de f em P = (xo, f(xo)) & horizontal. Se, além disso,
" (xo) > 0, temos a concavidade do grafico de f em P voltada para cima, e assim
xo € um ponto de minimo local de f. Se f”(xq) < 0, a concavidade do grafico de
f em P € voltada para baixo, e xo € entdao um ponto de maximo local de f. Estas

duas possibilidades sao ilustradas na figura 2.36.

Figura 2.36 Teste da segunda derivada.

Exemplo 2.30. Determine os valores maximo e minimo, se existirem, da fungcao
1
f(x) =x+ —, parax > 0.
X
Solugao. Estamos procurando os valores maximo e minimo de f no inter-

valo 10, +oo[. Temos

1

f/(X) =1-— ;)



e portanto f'(x) = 0 se, e somente se, x = 1, pois x > 0. Como

1
lim f(x) =0+ — =400 € lim f(x) =400,

x—0+ 0+ X—-+00
a fungao f ndo tem valor maximo em 10,+oco[. Da segunda derivada, temos
2 . . L. -
f(x) = 3 e f”(1) > 0. Assim, x; = 1 é ponto de minimo local de f. Como f nao

tem outros pontos criticos, 1 é o ponto de minimo global de f, sendo f(1) =2 o

valor minimo de f no intervalo ]0, +ool.

Uma das aplicagoes da obtencao de valores de maximo e minimo de uma
funcao € a resolucao de problemas de otimizacao. O exemplo a seguir tera
embutida em sua resolu¢cdo uma sugestao de diretrizes para abordar esse tipo
de problema.

Exemplo 2.31. Qual é a maior area retangular que pode ser cercada com 200 m

de tela de arame?

Solucao.
Passo 1: Analisar o problema, desenhando um diagrama que contenha todas
as informacgoes, e introduza as variaveis.

Fazemos isto na figura 2.37

y

y

Figura 2.37 O perimetro do retangulo & 2x + 2y.

Passo 2: Expressar a quantidade a ser maximizada como uma fun¢cdo de uma
variavel, determinando o dominio dessa fungao a partir das condigbées do

problema.

A area do retangulo deve ser maximizada, sob a condicdo de que o pe-

rimetro € 200 m. Essa area € dada por A = xy. Comoy = 100 — x, temos
A =A(x) =x(100 —x)

e, nas condigbdes do problema, temos 0 < x < 100. Note que se x = 0 ou

x = 100 ndo haveria caixa (caso degenerado).
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Passo 3: Determinar o ponto de maximo e o valor maximo da funcdo no inter-

valo em que ela esta definida.

Usando os procedimentos discutidos anteriormente, sendo A(x) = 100x —
x%, temos
A'(x) =100 — 2x,

e A’'(x) = 0 se, e somente se, x = 50. E, A(50) = 50 - (100 — 50) = 50% =
2500. Portanto, o valor maximo de A(x) é 2500 m?, e é atingido quando
x = 50 m. Assim, o retangulo de perimetro 200 m com area maxima é um

quadrado de 50 m de lado.

Exemplo 2.32. Uma grande caixa deve ser construida cortando-se quadrados
iguais dos quatro cantos de uma folha retangular de zinco, de 3 m por 8 m,
dobrando-se 0s quatro lados (abas laterais) para cima e soldando-se as arestas
verticais que ficaram justapostas. Encontre o maior volume possivel para esta

caixa.

Solucao.

Passo 1: Um diagrama contendo todas as informagées do problema, bem como

a introducgao de uma variavel, é mostrado na figura 2.38

_
_

8 - 2x

|I\\\\\\\\\\\\\\\\T\

]3—2x |:>

X

“—> 8-2x
X

Figura 2.38 llustragdo do modelo da caixa a ser construida.

Passo 2: O volume da caixa da figura 2.38 é dado por
V=V(x)=x(8—2x)(3—2x), para0 < x < 3/2.
Note que os casos x = 0 e x = 3/2 sdo casos degenerados.

Passo 3: A derivada V'(x) = 0 se, e somente se, x = 2/3, pois x = 3 nao
pertence ao dominio da fungdo considerada. Assim, o unico ponto critico
deV é2/3. ComoV > 0, o ponto critico so pode ser maximo local, e
portanto, maximo absoluto. Assim, x = 2/3 é ponto de maximo de V, e as
dimensées da caixa de volume maximo sdo 20/3, 5/3 e 2/3 m, tendo ela
volume 200/27 m?.



Exemplo 2.33. Deseja-se construir uma lata cilindrica totalmente fechada de vo-
lumev, gastando-se em sua confec¢do a menor quantidade de material possivel.

Determine a razdo entre a altura e o didmetro dessa lata.

Solucao.

Passo 1: Diagramas contendo todas as informagdes do problema, bem como a

introducdo de variavel, estdo na figura 2.39

area do topo = rr?

h area da superficie
lateral = 2xrh

2nr

area da superficie externa total
area da base = rr? = nr2 4+ nr2 + 2nrh

Figura 2.39 llustragdo do modelo da lata cilindrica a ser construida.

Passo 2: A superficie externa total da lata cilindrica, ilustrada na figura 2.39, é
dada por
S = 2mr? + 27trh.

v ~
Comov = mtr?h, temos h = —5€ entdo
T

2v

S =S(r) :zm2+T

sendo S(r) definida somente parar > 0.

2
Passo 3: Temos que S’(r) = 4nr — T—; eSS’ =0 se, e somente se, v = {| zln e

este é o unico ponto critico de S no intervalo r > 0.

Temos também que 11_1}1(1) S(r) =4+ e rli}1+1c1008(r) = +o0. Assim, S(r) ndo
tem valor maximo, e seu unico ponto critico s6 pode ser ponto de minimo
local. Isto é confirmado observando-se que S” (v) = 41t + %} > 0 para todo
r > 0. Portanto, o grafico de S = S(r) tem convavidade voltada para cima, o
que confirmar = i/g como seu ponto de minimo local, e também ponto

de minimo absoluto da fungéo S.

Sendor =}/ l, temos
27

h v Y v
T

_— = = :2

" oa(iz) &
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Portanto, h = 2r, ou seja, a altura da lata deve ser igual ao didmetro da base se

quisermos minimizar o material a ser gasto em sua confec¢ao.

Exercicios Recomendados

EP 1. Encontre os pontos de maximo e de minimo, bem como os valores maximo

e minimo, das fungbes dadas, nos intervalos indicados.
(@) f(x) = V/x(x+4), x € [-4,2]
(b) f(x) =x*+2x—4,x € [-2,2].

(c) f(x) x € R.

T 142

(d) f(x) = ﬁ,x £ 41,

EP 2. Um recipiente de lata, de forma cilindrica e aberto no topo, deve ter capa-

cidade de v litros. Determine a razgo entre a altura h e o didmetro d da base de

modo que a quantidade de lata usada na sua fabricacdo seja a menor possivel.

EP 3. Um estudante quer construir um viveiro retangular para seu hamster,
usando a parede de um cémodo como um dos lados e cercando os demais
trés lados com 3 metros de tela disponiveis, obtendo a maior area retangular

possivel. Quais devem ser as dimensées de seu viveiro?

EP 4. Determinar as dimensées de um cilindro, de volume maximo, inscrito em
uma esfera de raio R. Sugestdo. Faca um desenho visualizando o cilindro de
perfil dentro da esfera. No desenho, vocé tera um retangulo dentro de um circulo.
Demarque a altura h do cilindro, e didmetro da sua base, 2r. Demarque também
o raio R da esfera. Use o teorema de Pitagoras obter relacées entre h e r. O

volume do cilindro é dado por V = (&rea da base) - (altura) = nir? - h.

EP 5. Determinar as dimensées de um cilindro, inscrito em uma esfera de raio

R, cuja area da superficie externa total é a maxima possivel.

. 2 2 . A~ ~ s . .
EP 6. Na elipse %7 + 7 = 1, inscreva um retdngulo, de area maxima, com dois

de seus lados paralelos ao eixo x (e os outros dois paralelos ao eixoy).
Sugestao. Os quatro vértices do retangulo, todos pertencentes a elipse, serao
pontos (x,y), (_X>y)’ (X7 _U) e (_X) _y)-

EP 7. Qual ponto da parabolay = x*+1 esta mais proximo do ponto A = (3,1) ?

Sugestao. A distancia de um ponto qualquer P = (x,y) ao ponto A é dada por



d=+/(x—3)2+(y—1)2. SeP é um ponto da pardbola, temosy = x* + 1, e
entdo d = /(x—3)2+x* Como d > 0, temos que d tera seu valor minimo
quando d* assumir seu valor minimo. Assim, basta procurarmos o valor minimo
de f(x) = (x —3)% +x*.

EP 8. Um veterinario tem 100 m de tela de arame. Com isto deseja construir
seis canis, primeiro cercando uma regido retangular e depois subdividindo essa
regido em seis retdngulos menores, por meio de cinco cercas divisorias inter-
nas, paralelas a um dos lados. Que dimensdes externas, dessa regido retan-
gular, maximizam sua area total, se o veterinario gasta os 100 m de tela nessa

construcdo?

EP 9. Ao procurar o ponto da hipérbole x> —y> = 1 mais préximo da origem,

Jodozinho raciocinou da seguinte maneira.

Temos que procurar, dentre os pontos da hipérbole, aquele para o qual
d = /x2 +y?2 tem valor minimo. Como d > 0, d serd minimo quando d? for
minimo. Agora, sendo P = (x,y) um ponto da hipérbole, temos y? = x> — 1, logo
d2=x>+y?=2x—1.

Procurando o valor minimo de d? = f(x) = 2x* — 1, calculamos f’(x) = 4x.
Temos f/(x) = 0 se e somente se x = 0. Para x = 0 porém, temos y> =
0?—1 = —1, uma impossibilidade. Logo, ndo ha nenhum ponto da hipérbole cuja
distancia a origem seja minima.

Explique o erro no raciocinio de Jodozinho, ja que um esbogo da hipérbole
(faca-o) revela que os pontos (+1,0) sdo seus pontos mais proximos da origem.
Sugestao. Para quais valores de x define-se d?

2.13 Limites indeterminados e a regra de L'Hospital

Nesta sec¢ao, estaremos apresentando as regras de L'Hospital, regras para

calcular limites indeterminados, da forma 0/0 ou co/c0, usando derivadas. Esta-

105



106

remos também examinando graficos de fun¢des envolvendo fungdes exponenci-

ais.

Definicao 2.16. Diremos que o limite 113% f(x)/g(x) tem a forma indeterminada
0/0, se o quociente de fungbes reais f(x)/g(x) esta definido em um conjunto da
formal—{a} (sendo 1 um intervalo, e a uma extremidade ou ponto interior de 1),

f(x) e g(x) sdo continuas e derivaveis para x # a, € lim f(x) = lim g(x) = 0.
Xx—a Xx—a

Definicao 2.17. Diremos que o limite %13(11 f(x)/g(x) tem a forma indeterminada
oo/0c0, Se 0 quociente de fungdes reais f(x)/g(x) esta definido em um conjunto
da forma 1 — {a} (sendo 1 um intervalo, e a uma extremidade ou ponto interior
de 1), f(x) e g(x) sdo continuas e derivaveis para x # a, € i1_1)1}l f(x) = +oo,

lim g(x) = +o0.

Xx—a

Os mesmos conceitos sdo definidos analogamente se tivermos x — a™ ou

X — a~, ou ainda se a = +o0.

Sao duas as chamadas regras de LHospital. Uma para forma indeteminada
0/0 e outra para forma indeterminada oo/co. Ambas podem ser enunciadas

conjuntamente em um Unico teorema (que nao demonstraremos).

Teorema 2.22 (Regras de L'Hospital). Se liin f(x)/g(x) tem uma forma indeter-
X—a

minada 0/0 ou co/oc0, entao

lim ) = lim m
x—a g(x) x—a g’(x)’

caso o limite %13(11 f'(x)/g’(x) exista (sendo finito ou infinito). O mesmo vale se a

é substituido por at ou a~, ou se a = +o0o oU —c0.

Exemplo 2.34. Calcular lim Kox=2
plo £.34. 2 3x2 —5x—2

Solucao. Um calculo direto nos da a forma indeterminada 0/0. Pelo
método tradicional, usando fatoracbes, fazemos

x2—x—2 .o (x=2)(x+1) .ox+1 3

32 —B5x—2  xa (x—2)B3x+1) xm23x+1 7

Porém, aplicando regras de L'Hospital, ndo necessitamos da fatoracdo:

lim x2—x—2 — lim (x2 —x—2) B im2x—1 3
x—-23x2—5x—2  x52(3x2—5x—2)" xo26x—5 7’

No caso de quociente de polinémios, ndo precisamos das regras de L'Hospital,
mas as vezes as regras de L'Hospital sdo nosso unico recurso para o calculo de

um limite.



Exemplo 2.35. Calcule lim w.
x—0 X
Solucao. O limite é indeterminado, da forma 0/0, a agora ndo podemos

colocar em evidéncia nenhuma poténcia de x. Aplicando L'Hospital, temos

i X SERX (x —senx)’
x—0 x3 X0 (X3)’
1— .
= lim % (= 0/0, LHospital)
X—
i SERX
a x—0 6X
1 . senx
=: (usando )1(13% = 1)

2x
Exemplo 2.36. Calcular lim 6—3

X—+00 X

Solugao. Aqui temos uma indeterminagao da forma oco/co. Aplicando

L'Hospital, temos

(= oco/0c0, LHospital)

(= 0o/ 00, LHospital)

No calculo de limites, sabemos que também 0 - o e (+00) — (+00) sao
simbolos de indeterminacdo. No caso 0 - co também podemos aplicar regras de
L'Hospital, ap6s uma manipulagdo conveniente das fungdes no limite.

Suponhamos que %:5131 f(x) - g(x) € indeterminado na forma 0 - oo, isto &,

limf(x) =0e li_r)n g(x) = co. Neste caso, primeiramente fazemos
X—a

Xx—a

lim £ - 9(x) = lim 7 = 0/0
e entdo, aplicando LHospital, calculamos
fim X
x=a (1/g(x))"
ou entao
g(x)

lim (x) - g(x) = lim 77

e entdo, por LHospital, calculamos

=00/ + 0

. g’ (x)
A )
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Exemplo 2.37. Calcular lim xlnx.

x—0+
Solucao. Temos lim xlnx = 0 - (—oo). Recorde-se que lim lnx = —oo
x—07+ x—0+
(veja segao 2.8). Neste caso, fazemos
|
lim x-lnx = lim ? (= —o00/ + )
x—0+ x—0+

Inx)’ 1
= lim (nx} = lim /Xz = lim (—x) =0
x—0F (1;) x—0+ —1/%x x—0F

Além da trés indeterminacdes ja estudas, existem mais trés. Sao elas: 0°,
> e 1°°. Em toda a literatura de matematica universitaria, adota-se, ainda que
sub-liminarmente as vezes, a definicdo 0° = 1. No célculo de limites, no entanto,

0% é um simbolo de indeterminacéo.

Consideremos a funcdo f(x) = x¥®*, sendo k uma constante, definida
para x > 0. Vimos na se¢ao 2.8, que Xli}x(lgl+ Inx =1In 0" = —oco. Assim, utilizando
algebra de limites, temos

lim f(x) =007 = ok~ = ",
x—0T

eln(xk/ln X) X lnx

No entanto, f(x) = x¥/Inx = = elx 8% = ek ou seja, f(x) é a funcéo
constante e, e portanto, lim f(x) = e*.
x—0+
Suponhamos que o limite lim f(x)9) tem uma das formas indeterminadas
XxX—a

0°, 00® ou 1°°. Aqui deveremos ter f(x) > 0 no dominio da fungao f9.

Em qualquer um desses casos, fazemos

(x) .
f(x)9X) = eln fX)9 — eg(x)Inflx)

e entao

lim f(x)9™ = et
Xx—a

em que L = lim[g(x) - In f(x)].

Xx—a
Para as formas indeterminadas 0°, co® e 1°°, o limite L = lim[g(x) - In f(x)]
Xx—a
tera sempre a forma indeterminada 0 - co (ou oo - 0), e recaimos entao em um

caso anteriormente estudado.

Exemplo 2.38. Calcular lin% x* (aqui, x — 0 significax — 0T).
X—

Solucdo. Aqui temos uma indeterminacdo 0°. Seguindo procedimento

descrito acima, fazemos

XX — ¢ — ex-lnx)

e entao, lim+ x* = eb, sendo L = lim xInx. Pelo exemplo 2.37, L = 0, e

x—0 x—0+
portanto, lim x* =e® =1.
x—0t



Exemplo 2.39. Calcule ling)ﬂ + sen 2x) "/,
x—

Solucgdo. Aqui temos uma indeterminagdo 1°°. Fazemos (1 + sen2x)'/* =

eln(l+sen2x)'/* _ o1 In(1+4sen2x) Entdo,lim (1 + sen 2x)"/* = el, sendo
x—0

! In(1 2
L = Tim > In(1 + sen 2x) = Tim 20+ 5682%)

x—0 X x—0 X (: O/O)'
Aplicando L'Hospital,
!/
i RO Fsen2x) M0 +sen 2l 1 ocos2n) =2,
x—0 X x—0 (x)’ x—0 1 + sen 2x

Portanto, lim (1 + sen 2x)'/* = e2.
x—0

As regras de LHospital, nos casos de indeterminacao 0/0 e oo/, dizem
que lim f(x)/g(x) = lim f’(x)/g’(x), mas somente quando este Ultimo limite é
Xx—a X—a
efetivamente computavel.
No exemplo a seguir, temos uma indeterminagao co/oco para a qual a regra
de L'Hospital nao se aplica porque o limite lim f’(x)/g’(x) ndo existe, mas o limite
X—a

lim f(x)/g(x) é calculavel.
X—a

Exemplo 2.40. Calcular lim 2%

X—+00 X

Solucao. Temossenx > —1, entdo x+senx > x—1 para todo x € R. Logo,

lim (x+senx) > lim (x—1)=+oo. Assim, lim (x+senx) = 4oo, € 0 limite
X—+00 X—-+00 X——+00

lim X senx é indeterminado na forma co/oc.
X—+00 X
/
Aplicando L'Hospital, temos lim m = lim (1 + cosx). Este
x—+00 (x)’ x—-+00

limite ndo existe, pois quando x cresce indefinidamente, cos x fica oscilando in-

definidamente entre —1 e +1.

. X .
Entretanto, lim =0, pois, sendo x > 0, como —1 <senx < 1,

x—+00o X

1 senx 1

—— < <-.

X X X

1 enx . sen x
Como lim — =0,temos(0 < lim <0, e portanto lim = 0. Logo,
X—+00 X X—+00 X X——+00 xX
se . se
lim X 5PX iy (1+ nx):1+0=1.
X—+00 X X—+00

Para finalizar sera apresentado mais um exemplo envolvendo o esboco de
graficos.

Exemplo 2.41. Esboce o grafico de f(x) = 2xe ™.
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Solucao. TemosD(f) =R = e
f(x) = 2™ —dxPe™ =2e (1 — 2x%).

Os pontos criticos de f sdo +v/2/2. Assim, Temos f'(x) > 0 se —v/2/2 < x <
V2/2; e f'(x) < 0 se x > v/2/2 ou se x < —/2/2. Portanto, f é crescente
em [—v2/2,v/2/2], e decrescente em cada um dos intervalos [v/2/2,+oco[ €] —
oo,—ﬁ/Z].

O ponto x; = —/2/2 é um ponto de minimo local de f e x, = \/2/2 é um
ponto de méximo local de f. Temos f(—v/2/2) = —/2e /2 e f(v/2/2) = /2e /2.
Para o esbogo do gréfico, usaremos v/2e™'/? ~ 1,4 - 0,6 = 0, 84.

Temos, também,
£7(x) = —12xe ™ + 83e ™ =de ™ (2x3 — 3x) = de ' x(2x* — 3).

E, f"(x) = 0 se, e somente se, x = £1/6/2 oux = 0.

A variagdo de sinais de f”, com a correspondente analise das concavida-

des do grafico de f, é dada no diagrama abaixo. Logo, sdo pontos de inflexao

y" — '@/2 + 0 — X‘E/Z +

O

y=fx) M w 2 X

do grafico os pontos
P = (—V6/2,—V6e ™), P, =(0,0) e P;=(V6/2,V6e?).
Temos,
f(—v6/2) = —V6e 32~ —0,6, f(0)=0 e f(vV6/2)=V6e3?~0,6.
Pesquisando a existéncia de assintotas do grafico temos
lim 2xe ™ = 400 e ® = 400 - 0.

x—too

Para evitarmos a indeterminagao, fazemos

2
lim 2xe ™ = lim —t(: f)_
Xx—=o0 x—Foo eX o0
Aplicando regras de L'Hospital, temos
. 2x ) (2x)’ ) 2 2
lim — =1 >— = lim s> = =
x—+oo eX x—too (eX7)/  x—too 2xeX +oo

Assim, a retay = 0 (eixo x) é assintota horizontal do grafico de f. Com base nos
elementos estudados, o grafico de f é esbogado na figura 2.40.
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Figura 2.40 Esboco do grafico da fungdo f(x) = 2xe™*".
Exercicios Recomendados

EP 1. Calcule os seguintes limites, aplicando regras de L’Hospital se necessario.

. XCOSX —senx
(@) lim " "
x—0 X

. Inx
xS —2x2—x+2
I
) O X3 —7x+6

(d) lim x"e ™ (n inteiro positivo)

X—+00

(e) Lim x"e ™ (m inteiro positivo)
X——00

f) li 1

) Jim xlnx
. In(sen2x)
lim ———— <™

(@) xli% In(sen 3x)

(h) lim (x?)*
x—0

(i) im (14 3x)1/*
x—0

(j) lim x!/0-V)
x—1

(k) lim(cosx)!/*
x—0

() lim x*e™ (A real positivo)
X—+00

EP 2. Calcule as equacdes das retas assintotas do grafico de cada uma das

seguintes fungées.

(@) f(x) = 2%

Bl

B y=(1+3) 111



(c) y=2x- e /¥

(@) y =™

senx

(€) y=
EP 3. Esboce os graficos das seguintes fungoées.
(@) y=2xe™

(b) y=e

(€) y=2xte™
21n(2x)

@y =
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UNIDADE 3

Integral






3.1 Primeiras palavras

Neste capitulo sera estudado o conceito de integral. Apesar da forma-
lizagdo da integral ser possivel apenas com o desenvolvimento do conceito
de limite, sua utilizagao ja era feitas por alguns povos antigos. Os gregos,
muito antes do Calculo, ja utilizavam, de forma intuitiva, a técnica de integragao
para calcular area de circulo, por exemplo. Mas nosso objetivo esta além da
formalizagao, precisamos ter métodos de calculo de integral de forma a nao de-

pendermos somente de sua definicao para realizagao deste calculo.

Veremos que a integral indefinida, que nos auxiliara no calculo da inte-
gral de Riemann, é na verdade uma especie de operagao inversa da derivagao.
Depois de apresentarmos a definicdo de integral definida, suas propriedades e

técnicas de seu célculo, serao apresentados algumas aplicagoes.

3.2 Integrais indefinidas

Nesta secao sera apresentado o conceito de integral indefinida, que é o
processo de antiderivagao.
3.2.1 Antiderivadas

Definicao 3.1. Sendo f(x) e F(x) definidas em um intervalo I C R, dizemos que

F é uma antiderivada, ou uma primitiva, de f em 1, se

para todo x € 1. Ou seja, F é antiderivada ou primitiva de f se F é uma funcao
cuja derivada é f. O calculo da antiderivada é chamado de antiderivagao.

Exemplo 3.1. Como primeiros exemplos, temos

f(x) primitiva de f(x)
3x? x3

2 2x+7

ex ex

sen x 4 —cosx

Proposicao 3.1. SeF ¢ antiderivada de f em I, e C é uma constante, entao F+C

também é uma antiderivada de f em 1.
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Demonstragdo. De fato, se F/(x) = f(x), para todo x € I, entdo [F(x) + ¢]/ =

F/(x) = f(x). Portanto, F(x) + ¢ também é uma antiderivada de f(x) em I. O

Assim, por exemplo x3, x> + 5 e x> — v/2 s&o primitivas de 3x%. Veremos
agora que, em um intervalo I, duas primitivas de uma mesma fungao diferem

entre si por uma constante.

A proposicao anterior nos garante que se tivermos uma antiderivada de
uma funcao f, basta somarmos uma constante para obtermos uma nova antide-
rivada de f. A proposicao a seguir, garantira mais do que isso. Ela garantira que

quaisquer duas antiderivadas diferem prla soma de uma constante.

Proposigao 3.2. SeF, eF, sdo antiderivadas de f, em1 C R, entao existec € R
tal que Fi(x) = F2(x) + ¢, para todo x € 1.

Para demonstrar a proposicao 3.2, faremos uso do seguinte resultado.

Lema 3.3. Se f é continua no intervalo [a,b] e f'(x) = 0 para todo x €]a,bl,
entdo f € constante em [a,b], ou seja, existe ¢ € R tal que f(x) = c para todo

x € [a, b].

Poderiamos aceitar o lema 3.3 como evidente e seguir adiante. No entanto,
este lema é consequéncia de um teorema importante sobre fungdes derivaveis,
conhecido como teorema do valor médio. Como tornaremos a fazer uso do

teorema do valor médio mais adiante, julgamos oportuno cita-lo agora.

Teorema 3.4 (Teorema do valor médio). Suponhamos que f é uma fungao con-
tinua no intervalo [a, b] e derivavel no intervalo ]a,b[. Entao existe w €]a,b| tal

que
f(b) —f(a)

= f'(w).
— (w)
Aceitaremos este teorema sem demonstracao, e faremos uma interpreta-

cao geométrica de seu resultado.

f(b) — f(a) e Af .
f(b) — fla) é a taxa de variagdo média, —, da fungéo f, no
b—a Ax

intervalo [a, b], sendo Ax = b —a e Af = f(b) — f(a). Ele € o coeficiente angular

O quociente

da reta passando por A = (a,f(a)) e B = (b, f(b)). O teorema do valor médio
diz que essa taxa de variagcao média € também a taxa de variagao instantanea
de f, em relacdo a x, df/dx, em algum ponto w no interior do intervalo. Em
termos geométricos, a inclinagao da reta AB coincide com a inclinagcdo de uma
reta tangente ao grafico de f em um ponto (w, f(w)), para algum w €]a,b[. A

figura 3.1 ilustra o teorema do valor médio.



Figura 3.1 fbb_i = f'(w).

Uma interpretacao cinematica do teorema do valor médio é a seguinte:
a velocidade média de um ponto moével, em movimento retilineo, no intervalo
de tempo [ti, t,], coincide com sua velocidade instantanea em algum instante

to €1y, 1], isto &,
As  s(tp) —s(ty)

!
-— = =s'(t
At t -t (to)

em um instante ty, com t; < ty < t5.

Por exemplo, se um carro, com velocidade variavel, faz um percurso de
180km em duas horas, sua velocidade média é 13%™ = 90 km/h. Intuitivamente,
sabemos que em algum instante do percurso, seu velocimetro acusara a veloci-

dade instantanea de 20 km/h.

Demonstracdo. (Lema 3.3) Suponhamos f’(x) =0 paratodo x € I, sendo I C R
um intervalo. Mostraremos que, quaisquer que sejam x; € x; em I, x; < xy,

tem-se f(x;) = f(x;), e portanto f é constante em 1.

Temos f continua em [x1, x,] e derivavel em ]x;, xz[. Pelo teorema do valor

, .. T —f
médio, w = f’(w) para algum w €]x1,x2[. Como f'(w) = 0, temos
2 — X1
f(x1) = f(x2), € nossa demonstracao termina aqui. O

Demonstraggo. (Proposi¢ao 3.2) Suponhamos que, Fi(x) = Fj(x) = f(x) para
todo x € I, I um intervalo de R.

Consideremos a fungdo ¢ = F; — F,. Entdo, ¢’(x) = F{(x) — Fj(x) =
f(x) — f(x) = 0, para todo x € 1. Pelo lema 3.3, ¢ é constante no intervalo
[. Assim, existe ¢ € R tal que Fi(x) — F2(x) = ¢ para todo x € I. Portanto ,
Fi(x) = F2(x) + ¢, para todo x € L. O

Definicao 3.2 (Integral indefinida). Sendo F uma primitiva de f no intervalo 1,

chama-se integral indefinida de f, no intervalo 1, a primitiva genérica de f em 1,
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F(x) + C, sendo C uma constante real genérica. Denotamos tal fato por
Jf(x) dx = F(x) + C.
Nesta notacao, omite-se o intervalo 1.

O termo f(x) é chamado de integrando, e x € chamada a variavel de
integracao.
Diante da definicao de integrais indefinidas, podemos listar algumas inte-

grais indefinidas cujo calculo € imediato.

Proposigao 3.5. Considerando os calculo ja realizados de derivadas temos,

(i) | dx = x + C, para qualquer constante real C;

o+1

o+ 1

(i) | x*dx = + C, para todo « #+ —1 real;
o ]

(i) " dx =In|x|+ C.

(iv) | senx dx = —cosx + C.

(v) | cosxdx =senx + C.

i) | e*dx =e*+C.

aX

(i) | a* dx =

(@>0,a#1)

Ina

(viii) “seczxdx =tgx+ C.
(ix) hcosseczx dx = —cotgx + C.
(x) |secx-tgxdx =secx+ C.
(xi) hcossecx -cotgx dx = —cossecx + C.

o]
(xii) de:arctgx—kc.

1

(xiii)
1—x

= arcsenx + C.




Demonstracdo. Para a deducdo das integrais acima, basta verificar que a deri-
vada do segundo membro, em cada igualdade, é a fungao que se encontra sob
o sinal de integracao. Por exemplo, se « # —1,

/ _
(chH) :((X—l_]).xocﬂ 1 :X“;

o+ 1 o+ 1
sex >0,
(Inlx)) = (Inx)" = 1/x;
esex <0,
1
(In|x])’ = (In(—x))" = — (=)' =1/x

e como (a*)’ = a* - ln a, temos

a\’  alna X
= = a”.
Ina Ina

O]

O teorema a seguir nos mostra a condicao de operacgao inversa entre a
derivada e a integral indefinida.

Teorema 3.6. Seja f uma funggo real,
e se f é diferenciavel, entao

Jf’(x) dx = f(x) + C.

e se f possuir uma antiderivada, entao

dix U f(x) dx] = f(x).

Exemplo 3.2. Consideremos a fungdo f(x) = senx. Temos:

e como sen x & diferenciavel,

d
J [ senx} dx = Jcosxdx =senx + C;
dx

e COmMo sen x Possui antiderivada,

4 Jsenxdx = i[—cosx—i— C] = —(—senx+0) = senx.
dx dx

A seguir temos uma proposigao que reuni uma série de regras para inte-

grais indefinidas simples.
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Proposicao 3.7. Se J f(x)dx =F(x)+Cy e J g(x) dx = G(x) + C,, entdo, sendo
a,be R coma #0,

(i) [Tf(x) + g(x)] dx = F(x) + G(x) + C
(i) [k-f(x)dx =k-F(x)+C

(iii) [f(x+b)dx =F(x+b)+C

(iv) [f(x—b)dx =F(x—b) +C

(v) [f(b—x)dx=—F(b—x)+C

(vi) Jf(ax) dx = 1aF(ax) +C

(vii) Jf(ax +b)dx = %F(ax—i—b) +C

Demonstragdo. Como Jf(x) dx = F(x) + C1, € J g(x) dx = G(x) + C,. Entao,
(i) [F(x) + G())' = F/(x) + G'(x) = f(x) + g(x), logo
J(f(x) +g(x)) dx = F(x) + Gx) + C = Jf(x) dx + J g(x) dx
com (C = C; + Ca).
(ii) Sendo k uma constante real, [k - F(x))’ = k - F/(x) = k - f(x), logo
ka(x) dx = KF(x) + C = ka(x) dx
com (kC; = ©).

Das cinco propriedades restantes, as quatro primeiras sdo consequéncias ime-

diatas da ultima, assim finalizaremos com a demonstragao apenas da ultima.
Por hipétese, F/(x) = f(x). Logo, [F(ax + b)]’ = F/(ax +b) - (ax + b)’ =
1 "o
af(ax + b), de onde <aF(ax+b)) =3 af(ax +b) = f(ax + b). Portanto,

Jf(ax—i—b)dX—lF(ax—i—b)—i—C. O

Exemplo 3.3. Calcule a integral J(5x3 + 2cosx) dx.



Solucao. Aplicando as propriedades citadas na proposicao 3.7, temos
J(st +2cosx) dx = J5X3 dx + JZcosxdx
= 5JX3 dx+2Jcosxdx
1
=5 <4x4> + Cq1 +2(senx) + C,
5 4
=X + 2(senx) + C,

com C = C;+C,. Como as constantes de integragcdo sao arbitrarias, poderiamos
ter aparecido com ela apenas apds a Ultima igualdade.

A seguir serao apresentados mais alguns exemplos utilizando as regras
citadas na proposicao 3.7.

Exemplo 3.4. Considerando as integrais indefinidas mais basicas podemos ob-

ter integrais mais elaboradas, como veremos neste exemplo.

(i) Como J cosx dx = senx + C, temos,

(1) Jcos3xdx— %sen3x+C

3n 1 3n
(2) Jcos <2x— 2) dx = 5 sen <2x— 2) +C

(i) Como J e*dx = e* + C, temos

(1) [P dx=e"+C
2) [e*Xdx=—e**+C
(3) [eXdx=1e+C

(i) Como 1+ tg?x =sec’x e Jseczx dx =tgx + C, temos

thzxdx: J(seczx— 1) dx
:Jseczxdx—J1 dx

=tgx—x+C.
(iv) Para calcular a integral J(S cos x + cos 5x) dx usamos

J(Scosx—i—cosSx) dx :5Jcosxdx+J0035xdx

1
:5senx—|—gsen5x+C
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(v) Como sen 2x = 2senxcosx, temos

Jsenxcosxdx = Jseandx

N = N =

(—cos2x) + C

N —

1
= ~1 cos 2x + C.

. . 1 - . )
(vi) Para calcular a /ntegralj VX F dx podemos utilizar as seguintes manipu-
X

lagbes algébricas:

"
J'\/;(—de: <ﬁ+1>dx
X JUx x

[ 1

= \/;(dX‘FJXdX

J X

[ 1
= x1/2dx+de
J X
1/2

=%+1nlx\+C:2\/§+lnlx\+C.

3.3 Integracao por mudanca de variavel
Seja F uma antiderivada de f, ou seja, f'(x) = f(x), em algum intervalo

I. E, seja g uma fungao diferenciavel tal que g(x) € D(f) para todo x € 1.

Consideremos a funcao h, dada por

hix) = F(g(x))
Temos que
Jih(") dx = J < Fglx)) dx =Flglx)) +K,

para alguma constante K.

Por outro lado, pela regra da cadeia,

SFlghx)) = Fg(x) - 9'(x) = f(g(x) - ),
Logo,

[ oy ax = [ ftgtx - 9/ x = Flglx) + K
para alguma constante K.

Para simplificar, podemos adotar u = g(x) e du = g’(x) dx, e assim

J C%h(x) dx = Jf(x) du.

129 Com isso podemos enunciar o0 seguinte teorema:



Teorema 3.8. Se F é uma antiderivada de f e g € uma fungao diferenciavel,

entao

jf(g(x))g’(x) dx = Flg(x)) + K,

para alguma constante K. Seu = g(x) e du = g’(x) dx, entao
Jf(u) du =F(u) + K,
para alguma constante K.

Teremos agora uma sequéncia de exemplos em que sera utilizado a técnica

de mudanca de variavel.

Exemplo 3.5. Determine a integral J V5x + 7 dx.

Solugcao. Tomemos g(x) = uw = 5x + 7, com isso temos du = ¢’(x) dx = 5dx.
Aplicando o teorema

]5\/5x—|—7dx

Vudu
Vudu

J\/5x+7dx:

w2 du

1
T 51/2+1

— U= G = — —
—_— Q1| — O]

u1/2+1 4 K

2 3/2
= — K
15u +
2 —~
:ﬁ u3+K

= — 7)3 + K.
T (5x +7)3 +

1
Exemplo 3.6. CalculeJd .
P 3o

Solucao. Comegamos fazendo a substituicao v = g(x) = 3 — 2x. Entao,

du=g’'(x)-dx = (3 —2x)" dx = —2dx.
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Portanto, dx = —3du. Assim, temos

[ ()

Exemplo 3.7. Calcule th x dx.
= —senx, fomaremos u = g(x) = cosx, €

~ senx
Solucao. Comotgx = —— e (cosx)’
COos X
assim du = (cosx)’dx = —senx dx. Logo,

thxdx _Jsenx dx

cos X

—1
:Jdu

u
=—Inju/+C

= —In|cosx| + C.

dx.

X
Exemplo 3.8. Determinej
P Vx2+5
Solucéo. Note que (x> +5)' = 2x. Isto sugere fazermosu = g(x) = x> + 5, e

. . 1
assim du = 2x dx, ou sefa, x dx = zdu.

Temos, ent3o,

X 1T 1
dx:J~du
J x2+5 vu 2

1
=3 Ju1/2du

—u?4C

=Vx24+54C.

No préximo exemplo a integral sera calculada de duas formas distintas uti-
lizando a técnica de substituicao.

Exemplo 3.9. Calcule Jcos3(2x) sen(2x) dx.
Primeira solucao. Tomemos u = sen(2x), e assim du = 2cos(2x) du.
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Entao,
.

1
Jcos3(2x) sen(2x) dx = 22 cos(2x) cos?(2x) sen(2x) dx

r

= | = cos?(2x) sen(2x)[2 cos(2x)dx]

]2
.
= %[1 — sen’(2x)] sen(2x)[2 cos(2x)dx]
= dr1(1 —uz)udu
=13
r '] 3
= (u—u’)du

]2
1
2<udu udu>
1
A5

Z sen?(2x) — § sen*(2x) + C.

Segunda solucao. Tomaremos u = g(x) = cos(2x), e assim temos que
du = —2sen(2x) du. Enit4o,
[—1
Jcosg’(Zx) sen(2x) dx = 7(—2) cos®(2x) sen(2x) dx
[—1
= 7cosg(2x)[—25en(2x)dx]

Perceba que as expressdes obtidas em cada uma das solugbes sao distin-

tas. Porém,
—% cos*(2x) = —=(cos?(2x))?

——(1 —sen?(2x))?

——(1 —2sen?(2x) + sen*(2x))

OO\—*OO\—*OO\—*OO\—*

n%(2x) — % sen*(2x).

I
wn

+

1 .
Tomando K = C — 3’ temos a igualdade entre as respostas.

A préxima proposicao amplia o nimero férmulas para as integrais indefini-

das.
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Proposicao 3.9. Sendoa >0, e\ #0,

(i) :azdsz _ %arctg%—i—C.

(i) :azd_XXZ:ZLIn Zfz L C.
Giy | af’ixz :arcsenz—i-C.

(i) | \/)%:mxﬂ/ch

1

~ ] . T _—_ =
Demonstragdo. (i) Temos que J dil &

1 X
——dx. F do — =
J1+(2)2 X azenoa y,
temos dx = a dy, e entao

J dx _1J a d
aZ+xX a2 )1+ y2 Y
1 1
=— | ———=d
aJy2+1 Y

1
= — t
arctgy + C

1
= —arctgi + C.
a a

(i) Para deduzir a segunda integral, note que

1 ! 4

. 2a 2a
5 5 = + .
ac—x a—+x a—x

Logo,

1 1 1 1 1
e dx = | ——dx d
Jaz—xzdx 2aJa+x X+2(1Ja—x X

1 1
_Elnla—i—?d—ZIIHCI—XH‘C
_llnla—l-xl
2a  la—x]

1

" 2a

+C

a-+x

In + C.

a—Xx

(iiiy Para deduzir a terceira integral, fazemos uso da integral indefinida

1

J dx = arcsenx + C,
V1 —x2

e aplicando uma mudanga de variavel como no calculo da primeira integral.

Tente finalizar esta integral.



(iv) Para provar a quarta integral, apelaremos para definicao de antiderivada,

provando que

1
Inlx+vVx2+A) = .
( ) VX2 +A
De fato, sendo u = x + vx? + A, e sendo (y/w)' = 2\} w’, temos
(In|x + vVx2+Al) = (Inu])’
1
= — ~u/
u

x2+A)’

1
— o (x+
X+ Vx2+ A (

1 1
e — ]+7 X
x+\/x2—l-?\< VX2 +A 2)
1 VX2 +A+x
x+Vx2+A VX2 +A
1

XX+ A

Exercicios Recomendados

Calcule as seguintes integrais indefinidas, utilizando a técnica de mudanca
de variaveis, quando necessario.
EP 1. [(x + v/x)dx.

EP2. [ (3 — ) ax

EP3. [

2
EP4. [ (2 + ) ax.

%)
EP 5. [senaxdx.
EP 6. fh’T"dx.
EP7. [ ——dx.

sen

EP8. | 3517

EP 9. [tg2xdx.
EP 10. [cotg(5x —7)dx.

EP 11. [cotg} dx.
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EP 12. [tg @sec’ ¢ do. Sugestdo. Fagau = tg o.
EP 13. [ e*cotge* dx. Sugestdo. Facau = e*.

EP 14. [sen’xcosx dx. Sugestdo. Fagau = senx.
EP 15. [cos®xsenxdx.

EP 16. | \/%' Sugestdo. Facau = 2x* + 3.

XZ X
EP17. [ 8,

EP 18. [ semxdx,

cos3 x

EP 19. [ %Xqx,

sen? x

EP20. [ &

cosZ xy/tgx—1"

EP21. | \j%. Sugestdo. Fagau = 1 + sen®x.

EP 22, [ mssenxdc

EP 23, [ erecostxdx,

EP 24. [ X%

x2+1°

EP 25. [ 241 -dx.

EP 26. =05 X dx.

2senx+3

EP 27. [ . Sugestdo. Facau = Inx.

xlnx”

EP 28. [2x(x*+ 1)*dx.

EP 29. [tg*xdx. Sugestdo. Mostre que tg*x = tg?x - tg?x = sec?x - tg?x —

sectx + 1.

d
EP 30. j cos? x(?ﬁ:g x+1)°

EP 31. [ 8% dx.

COS2 X

EP 32. [e?*dx.
EP 33. [xa¥ dx.

EP 34. [ 55~ dx.

EP35. [ ;& .
EP36. [ &
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EP37. [ &
EP38. [ 0.
EP39. [ ;4.
EP40. [ &

EP41. | gi% Sugestdo. Faca x® = (x3)?, e entdo u = x3.

EP 42. J" xdx _ Sugestdo. Fagau = x?.

EP 43, [ 3&

x4 +at "

EP 44]‘ cos x dx

aZ+sen? x”

d
EP 45. fﬁ.

EP 46. [ Sccosxox gy,

EP 47. [ * ﬁfgg"d

EP48. [ Y14y,

2

EP 49. |

cos? 08 X-COSX iy — J- (1—sen x)cosxd
sen? x sen? x

sen4

3.4 Integracao por partes

Ha essencialmente dois métodos empregados no calculo de integrais in-
definidas de funcdes elementares. Um deles € a integracdo por mudanca de
variavel, secao 3.3. O outro método é chamado de integracdo por partes, que

apresentaremos nesta secgao.

Teorema 3.10 (Integracao por partes). Sejam u = f(x) e v = g(x) fungdes
diferenciaveis em um certo intervalo 1 C R, tais que f'(x) e g’(x) sdo continuas.

Entao,
ou segja,

Judv =uv— Jv du.
Demonstracdo. Da regra do produto em derivacao, temos

D, [f(x)g(x)] = [Dxf(x)]g(x) + f(x)[Dxg(x)].
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Logo,
f(x)[Dxg(x)] = Dx[f(x)g(x)] — [Dxf(x)Ig(x).

Entao, temos

f(x)g'(x) = [f(x)g(x)] — g(x)f'(x).

Integrando ambos os lados da igualdade em relagao a x, obtemos

jf(x)g’(x) dx — j [ g () dx — J g(x)f'(x) dx = F(x)g(x) — J g(x)F'(x) dx.

Exemplo 3.10. Calcule [ x senx dx.

Solucao. Tomaremos u = x e dv = senxdx. Assim, du = 1dx = dx, e
v = [senx dx = cosx. Para os propdsitos da integracdo por partes, basta tomar
v = —cosx, menosprezando a constante de integracao, na verdade basta toma-

la igual a zero. Temos, entéo

x senxdx=u-v— |v-du
\/\—\,—/
dv

=x-(—cosx) —J(— cosx) dx
= —xcosx—l—Jcosxdx

= —xcosx +senx+ C.

Com a técnica de integragao por partes podemos calcular a Gnica fungao

elementar que esta sem integral indefinida, que é a funcao logaritmo natural In.
Exemplo 3.11. Determine a integral indefinida Jln x dx.

Solucao. Tomemos u = Inx e dv = dx, assimdu = — ev = J dx = x. Entao,

x| =

pela técnica de integracao por partes

Jlnx dx :uv—Jvdu
S~
u dv

1
:xlnx—Jx dx
X

—xlnx—J1dx
=xlnx —x+C
=x(lnx—1)+C.
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Exemplo 3.12. Determine Jxlnx dx.

~ . 1
Solucao. Tomaremos u = Inx e dv = xdx. Assim, du = < dx ev = [xdx.

2
X ~
Logo, v = - Temos, entao

f A s
u dv
=u vJv-du
2 2
X x= 1
zlnX—Jz'de
2
X X
2lnx—szx
2 2
_ilnx_%‘i‘c

Exemplo 3.13. Calcule J arctg x dx.

Solucao. Faremos u = arctgx € dv = dx. Assim, du = dx ev =x. Logo,

1+ x2

Jarctgx dx :uv—Jv du
—_—
u dv

:xarctgx—Jx dx.

1+x?

. 1 - >
Para calcular a integral | = Jx 7 dx utilizaremos uma mudancga de variavel

+x2

fazendow = 1 + x2. Como dw = 2x dx, temos x dx = %dw. Logo,

1 1
p— 7d pr— —_— prm— prm— 2 -
] JX]+X2 X dew Injw|+C=1n(1+x7)+C

Portanto,

Jarctgxdx = xarctgx —In(1 +x?) + C.

3.4.1 Um estratégia para integrar por partes

A técnica de integragcao por partes &, na verdade, transferir o calculo de
uma integral Judv para o calculo de uma integral Jv du, que tenha um método
de resolucao mais simples. Porém, ao aplicarmos a técnica de integragao por
partes em uma integral da forma J f(x)g(x) dx, devemos sempre escolher, dentre
as duas fungdes da expressao f(x)g(x) dx, uma delas como sendo o fator u e

a outra como parte de uma diferencial dv. Esta escolha apesar de ser livre, ela
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nao pode ser qualquer, posi corremos o risco de ndo termos éxito no calculo

devido a escolha realizada.

De uma forma geral deve-se escolher o termo dv sendo a expressao mais
complexa do integrando que seja facil de integrar, mas corremos o risco da inte-
gral Jv du ndo ser mais simples.

Apresentaremos um critério que funciona bem em algumas situacoées, que
consiste em direcionar a escolha u e dv. Ele foi publicado como uma pequena
nota em uma edicao antiga da revista American Mathematical Monthly. Consi-

dere o seguinte esquema de fungdes elementares:

L Logaritmicas

| | Inversas de trigonométricas

Algébricas

Trigonométricas

m|-| >

Exponenciais

Na tabela acima mostra que as letras do anagrama LIATE sao iniciais de
diferentes tipos de fungdes elementares. O critério é: a funcao elementar cuja
letra correspondente esta mais a esquerda sera u no anagrama LIATE, e a outra

fara parte do dv, juntamente com dx.

Este critério foi utilizado nos exemplos apresentados nesta se¢ado. Reveja-
os e tente observar os critérios nas escolhas de v e dv.

Exemplo 3.14. Determine a integral Jxez" dx.

Solucao. Temos que o integrando é um produto de duas fungbes, uma polino-
mial, logo algébrica, que é x, e outra exponencial e**. Pelo critério do anagrama
LIATE, devemos adotar w = x e dv = e?* dx, pois a letra A é anterior a E no

. 1 -
anagrama. Assim, du = dx ev = =e**. Entao,

2

J X ez"dx:uv—Jvdu
e

1 1
= —xe? — J Eezx dx

Exemplo 3.15. Calcule Jx sec? x dx.

Solucao. Temos que o integrando é um produto de uma fungao algébrica, x, e

132 uma trigonométrica, sec’ x. Pelo critério do anagrama LIATE, devemos escolher



u = x e dv = sec’ x dx, pois a letra A é anterior a letra T no anagrama. Assim,

du = dx ev =tgx. Entdo,

x sec?xdx =uv— |vdu
—~ ———

u dv
:xtgx—thde
=xtgx —(—In|cosx|) + C

=xtgx+In|cosx|+ C.

Em alguma situagdes, apesar de ajudar no calculo da integral, a técnica de
integracao por partes pode nao nos fornecer uma resposta “imediata”, mas uma
reaplicacao
Exemplo 3.16. Calcule [ e*senx dx.

Solugao. Seguindo o critério LIATE, faremos u = senx e dv = e* dx, pois a letra
T, trigonométrica, vem antes de E, exponencial, no anagrama LIATE. Assim,

du = (senx)’dx = cosx dx e v = e*. Entdo,

e*senxdx = | senxe*dx

u dv

:uv—Jvdu
= e"senx—Jexcosxdx

Parece que ndo conseguimos resolver, uma vez que estamos com uma
integral de igual dificuldade para resolver ] = | e*cosx dx. No entanto, ao re-
solver esta nova integral pelo critério do anagrama LIATE, fazendo u = cosx e

dv = e* dx, assim du = (cosx)'dx = —senx dx e v = e*. Entao,

J=|e*cosxdx = |cosxe*dx

u dv

=uv— Jv du
=e*cosx — J(— senx)e™ dx
=e*cosx + J e*senx dx
O resultado final é interessante. Chamando I = [ e*senx dx,
[= Je"senxdx =e*senx —J

=e*senx — (e*cosx + 1)

=e*senx —e*cosx — |
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Isolando 1 na equacao, temos
2l = e*senx —e*cosx + C.

Portanto,

1
I= E(e"senx—e"cosx) +C’

Exemplo 3.17. Determine sze"‘ dx.
Solugédo. Aplicando o critério do anagrama LIATE, temos u = x?, Algébrica, e

dv = e * dx, Exponencial, assim du = 2x dx e v = —e™*. Entao,

x2 e ¥dx =uv— [vdu
\/\—\,—/
u dv

= —xte X — J(—eX)ZX dx
= x’e X + ZJxe_" dx. (3.1)

Mais uma vez chegamos numa integral com mesmo nivel de dificuldade
da integral inicial. Porém, note que o grau da funcdo polinomial diminuiu, e se
integrarmos por partes utilizando o critério do anagrama LIATE, conseguiremos

resolver.

Para inz‘egraleeX dx fomaremos u = x e dv = e * dx, assim du = dx e

v = —e %, Entao,

J x e “dx =—xe * — J(—e") dx
NN

u dv

=—xe “+ J e “dx
=—xe *—e 4+ C. (3.2)
Substituindo a expressao 3.2 em 3.1 obtemos
sze" dx = —x*e ¥ +2(—xe ¥ —e ) +K=e*(x* +2x +2) + K,
comK = 2C.

Apesar do critério do anagrama LIATE ajudar muito, em algumas situagoes
ele ndo tem como ser aplicado. Por exemplo se o integrando for o produto de
fungdes do mesmo tipo.

Exemplo 3.18. Calcule a integral J sec> x dx.

Solucao. Como ndo ha fungao exponencial no integrando, o critério do ana-

grama LIATE nos leva a mesma integral. Usaremos o critério geral comentado



no segundo paragrafo desta subsec¢ao, ou seja, tomar como dv a “maior” ex-
pressao do integrando, o qual seja facil de integrar. Relembrando as integrais
trigonométricas, vemos que a expressdo procurada é sec’x. Logo, tomamos

u =secx e dv = sec? x dx, e assim, du = secxtgx dx e v = tgx. Entéo,

secd x dx = | sec x sec? x dx
== —
dv

:quv du
= secxtgx—thxsecxtgx dx
=secxtgx — thzxsecx dx. (3.3)

Como tg? x = sec? x — 1, temos que
Jsec3xdx:secxtgx— tgzxsecxdx
—secxtgx — |(sec?x — 1) secx dx

=secxtgx — [(sec® x —secx) dx

=secxtgx — | sec® x dx + Jsecx dx. (3.4)

Note que na ultima expressao 3.4 aparece a integral que queremos calcu-
lar. Para finalizar o calculo devemos isola-la, assim

stecg’xdx = secxtgx—l—Jseex dx.

(secxtgx + Jsecx dx)

(secxtgx +1n|secx +tgx|) + C

Portanto,

Jsec3x dx =

N — N —

Exercicios Recomendados

EP 1. Mostre que

A
J\/xz—l—?\dx:x x2+?\+§1n|x+ Vx2+ A+ C

2
Calcule as seguintes integrais dos exercicios 2 até 21.

EP 2. [xe*dx.

EP 3. [Inxdx.
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EP 4. [x"Inxdx (n # —1).
EP 5. [In(1+x?) dx.

EP 6. [xarctgxdx.

EP 7. [arcsenx dx.

EP8. [V1—xZdx.

EP 9. [xarcsenx dx.

EP 10. [eV*dx.

EP 11. [arctg /x dx.
EP12. | arcsenfd

EP 13. [arcsen \/%dx.
EP 14. [ xcos®x dx.

EP 15. [(x* + 7x —5) cos 2x dx.
EP 16. | e® cosbx dx.

EP 17. [ e® senbx dx.

EP 18, [ arens gy

EP 19, [ 2resenx gy,

EP 20. [ln(x + /T +x2) dx
EP 21. [ Xpesensax.

EP 22. Ao calcular a integral | %dx, Jodozinho procedeu da seguinte maneira:

fazendow = 1, e dv = dx, podemos tomarv = x, e teremos du = — L dx.

1
de:Judv
X

1
:1+de.
X

1 .
Sendo ] = dex, temos ] =1+7]. Logo, 0 = 1. Onde esta o erro no argumento

de Jodozinho?
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X2 —X dx
EP 23. Mostre quej 2R\ dx = 22+ A) + J X2+ A

EP 24. Usando o resultado do EP 23, calcule (considere a > 0)

x2

(a) J e

2+ a2)?

2
(b) J(azfxz)zdx.

1
EP 25. Mostre quej dx x J dx

2+ A2 A2 +A) +ﬁ x2+ A

EP 26. Usando a redugcdo mostrada no EP 25, calcule as integrais, com a > 0.

d
(@) J(Xz +Xa2)2'

d
0 | @ an

EP 27. Calcule J xarctg x

212 dx.
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3.5 Integrais definidas e o Teorema Fundamental do Calculo

3.5.1 A integral definida

Seja y = f(x) uma fungdo continua em um intervalo fechado [a, b]. Consi-

deremos n + 1 pontos de [a, b], xg,X1,X%2,...,Xn_1, Xn, taiS que
A=%Xo <X <X <+ <Xp_1<Xp=D0.

O conjunto de pontos p = {xo = a,x1,X2,...,Xn_1,Xn = b} constitui uma subdi-
visdo ou particdo do intervalo [a, b].

Baseado nos ponto de g, tomemos pontos ¢y, ¢z, ¢3,...,Cn_1,Cn €M [a, b],
tais que c; € [xi_1,xi], parai=1,2,...,n. E, sejam Ax; = x; — xi_1.
Com estes pontos ¢y, ¢, ..., cn, CcONsideremos a soma:

n
S =f(c))Ax1 + f(ca)Axy + -+ + flen)Axn = ) f(ci)Ax;.

i=1
Esta soma é chamda de Soma de Riemann de f no intervalo [a, b], correspon-
dente a particao P e a escolha de pontos ¢y, c2,...,Cn.

Quando f(x) > 0 em [a, b] a soma de Riemann de f

n

S = Z f(Ci)AXi

i=1

€ a soma das areas de n retangulos, sendo o i-ésimo retangulo, para1 < i <n,

de base Ax; e altura f(c;). Isto é ilustrado na figura 3.2.

T T
T | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
l l l
| | |

a c ¢, c c, C c b

Figura 3.2 Area dos n retangulos determinados pela soma de Riemann.



Uma particao p’ de [a,b] é um refinamento da particdo o se p C p’, ou
seja todos os pontos da partigdo p sdo pontos da partigaoy’.

A fim de obtermos a area sob o grafico de f, é claro, que quanto mais
refinarmos uma partigao, mais proximo estaremos do valor da area. Com isso
pode-se pensar que basta tomarmos n tendendo a +oco para obtermos o valor
da area. Porém, isso nao é verdade, por exemplo, na figura 3.3 temos que se
renifarmos a particdo apenas no subintervalo [x3, x4] sempre teremos a area em

vermelho sem ser preenchida.

a=x =
0o X, X, X, x, x;=b

Figura 3.3 Nao basta tomarmos n tendendo a infinito. Os pontos c/s sdo os pontos de
minimo de f em cada subintervalo.

Para que consigamos ter o limite da soma da area desses retangulos como
a area sob o grafico, precisamos de algo mais eficiente, e para isso considere-

mos A o maior dos numeros Axq, Axy, ..., Axy, OU S€ja,
A = max{Axq, Axp, ..., Axn} = max Ax;.
1<i<n

Tal A é também chamado de norma da particao . Alguns autores denotam a
norma da partigao g por ||gl|.

Agora, com a definicado de norma de uma parti¢cao, temos que o limite da
soma de Riemmann de f no intervalo [a, b] quando A tende a 0 € numericamente

igual a area sob o grafico de f, ou seja

n
lim ¥ f(c))Ax; 2 Area sob o grafico de f

A—0 4
i=1

Motivado por este caso para funcao continua, temos a seguinte definicao:
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Definicao 3.3. Seja f uma fungdo real definida sobre um intervalo [a,b]. Se p €
uma particdo qualquer de [a, b], defini-se a integral definida de f sobre o intervalo

[a, b] sendo o limite de sua soma de Riemann sobre [a,b] quando A — 0, e sera
b

denotada porJ f(x) dx, ou seja,

a

b n
L f(x)dx = i@o; f(ci) Axi,

desde que o limite exista.

Quando a integral definida de uma funcao existe em um intervalo [a, b]
dizemos que f é integrdvel em [a, b]. E possivel demonstrar que, o limite acima,
quando existente, independe da particdo e da escolha dos pontos c/s.

b
Observacao 3.1. Se f(x) < 0 para todo x € [a,b], teremos | f(x)dx é numeri-

camente igual a —A, sendo A a area da regiao plana sobre 0 grafico de f entre
x=aex=D>.

Note que, neste caso, feita uma subdivisdo a = xp < X1 < X2 < -+ < Xp =
b, e escolhidos os pontos cq,ca,...,cn, COMci € [Xi_1,xi], parai=1,2,...,n,

teremos
n

Z f(Ci)AXi < O,

i=1

pois f(c;) < 0 para cada i, e Ax; > 0 para cada i.

Observacao 3.2. Se o grdéfico de f, no intervalo [a,b], é como o grafico esbo-
cado na figura 3.4, entdo, sendo A1, A,, A3 e A4 as areas (positivas) indicadas

na figura, teremos

b
J flx)dx =A1— A+ A3 — Ay

a

ﬂy

Figura 3.4 jz f=A71—A;+Az— A4



Teorema 3.11. Toda fungdo continua é integravel em seu dominio.

Exemplo 3.19. Sendo f(x) = x?, calcular f o f(x) dx, ou seja, determinar a area

compreendida entre a parabolay = x* e o eixo x, no intervalo 0 < x < 1.

Para calcular a integral pedida, vamos primeiramente subdividir o intervalo
[0, 1] em n subintervalos de comprimentos iguais a Ax = 1/n, ou seja, tomare-
mosxo=0,x=1/M,x=2/n,...,xp1=n—-1)/nex, =n/n=1.

Neste caso, Ax; = Axy; = --- = Ax,, = 1/n. Tomaremos ainda ¢; = x; =
i/n,parai=1,2,...,n. Teremos a soma integral

n n

S:Z (ci)Ax; = th/n %
- /g Uy
:.Z<n> 'E:ZE

= P24 4n?
1
Z n3

1
-3
n
i=1

Pode ser demonstrado que 12 + 22 + --- + n? = In(n + 1)(2n + 1), fato que

usaremos aqui. Assim, como Ax — 0 se € somente se n — oo, temos

r f(x)dx = r x*dx = lim i f(ci)Axq

Ax;—0
0 0 maX AXy =

. 142240
= lim 3
n—oo n
.o nn+12n+1)
= lim
n—oo 6n3

1

3

_2
G

A area procurada € igual a 1/3 (de unidade de area).

Proposicao 3.12. Se f é continua no intervalo [a,b], sendo m e M os valores

maximo e minimo de f, respectivamente, no intervalo [a, b], entdo
b
m(b—a) < J f(x)dx < M(b—a).

a

Abaixo, faremos uma demonstracdao da proposicao 3.12. Antes porém,
daremos uma interpretacao geométrica dessa proposicao, no caso em que f > 0
em [a, b]. Da figura 3.5, em que m e M sao, respectivamente, os valores minimo
e maximo de f(x) para x € [a, b], temos area ABB'A’ < (area sob o grafico de
f, no intervalo [a, b)) < drea ABB”A”. Dai,

b
m(b—a) < J f(x)dx < M(b —a).

a
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Figura3.5 m(b—a) < [0f<M(b—a).

Demonstragdo. Tomando-se uma subdivisao qualquer de [a, b],
a=x%x) <X <---<Xp=D,

e tomando-se pontos ¢; € [xi_1,xi], parai=1,2,...,n, temos

n

D fle)Ax < i MAX,

i=1 i=1
pois f(ci) < M, e Ax; > 0, para cada i. Dai,

n

n n
D fle)A <) MA =M) Axi=M(b—a),
i=1

i=1 i=1

pois
n
ZAxi:Am +Ax) 4+ Axp =b—a.
i=1
Logo,
n
i . < _
i ; f(c)Ax < M(b — a),
e portanto
b
J f(x)dx < M(b—a).
a
Analogamente, deduzimos que jz’ f(x) dx > m(b — a). O

Assumiremos sem demonstracao as seguintes propriedades.

Proposicao 3.13. Se f e g sdo continuas em [a, b], entdo, sendo k uma cons-
fanfeea<c<b,

(i) J2(F(x) + g(x)) dx = [2F(x) dx + [° g(x) dx

(ii) fzk Aflx)dx =k - fz f(x) dx



(iif) 5 £(x) dx + ff f(x) dx = fz f(x) dx
(iv) sef(x) < g(x), para todo x € [a,b], entdo [ f(x) dx < [° g(x) dx

Observacao 3.3. Sendo f uma fungao continua em [a,b], serdo adotadas as
seguintes convengdes (definigbes).

(i) [ f(x)dx =0
(i) [ F(x) dx = — [ f(x) dx

Adotadas essas convengdes, a proposi¢cdo 3.13, acima enunciada, conti-
nua verdadeira qualquer que seja a ordem dos limites de integracao a, b e c,

podendo ainda dois deles (ou os trés) coincidirem.

Teorema 3.14 (Teorema do valor médio para integrais). Se f é continua no in-

tervalo [a, b], existe c € [a, b] tal que
b
J f(x)dx = f(c) - (b —a).

Uma interpretacdo geométrica do teorema do valor médio para integrais,

no caso em que f(x) > 0 em [a, b], é feita na figura 3.6.

Figura 3.6 Teorema do valor médio para integrais: J"Z f = (area sob o gréafico de f) =
(area ABB'A’) = f(c)(b — a).

Para demonstrarmos o teorema do valor médio para integrais, usaremos o

Teorema do valor intermediario.

Teorema 3.15 (Teorema do valor intermediario). Seja f uma fungao continua no
intervalo [a, b]. Para cada vy, tal que f(a) < yo < f(b), existe xy € la,b] tal que

f(xo0) = yo.
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0

Figura 3.7 Para cada yo, tal que f(a) < yo < f(b), existe xo € [a, b] tal que f(x¢) = yo.

llustramos geometricamente o teorema do valor intermediario na figura 3.7.
Como consequéncia do teorema do valor intermediario, temos o teorema do

anulamento.

Teorema 3.16 (Teorema do anulamento). Sendo a < b, e f continua em [a, b],
sef(a) < 0ef(b) >0 (ousef(a) >0 ef(b) <0), entdo a funcdo f possui uma

raiz no intervalo [a, b].

Demonstracdo. Como f(a) < 0 < f(b), pelo teorema do valor intermediario,

existe xq € [a, b] tal que f(xp) = 0. d

Demonstragao do teorema 3.14. Sendo f continua no intervalo [a,b], pelo te-
orema de Weierstrass, pagina 96, secao 2.12, existem m,M € R tais que
m = min{f(x) | x € [a,b]} e M = max{f(x) | x € [a,b]}. Além disso, existem

pontos x1,x; € [a, b] tais que f(x;) = m e f(x2) = M.
b
Pela proposi¢ao 3.12, m(b — a) < J f(x)dx < M(b — a). Dai,

a

m <

b
J f(x) dx < M.

a

b—a

1
Sendo o = T jz f(x) dx, como f(x;) =m < &« < M = f(x;), pelo teorema do

valor intermediario, existe c € [a, b], com c entre x; e x;, tal que f(c) = «. Logo,

b
f(c) = ] Jf(x)dx

b—al,

e, portanto,



3.5.2 O teorema fundamental do calculo

Teorema 3.17 (Teorema fundamental do calculo, primeira versao). Seja f uma

fungdo continua no intervalo [a,b]. Para cada x € [a,b], seja

Entao, ¢'(x) = f(x), para todo x € [a, b].

Uma das consequéncias imediatas do teorema fundamental do calculo é
que toda funcdo continua f, em um intervalo [a,b], possui uma primitiva (ou
antiderivada) em [a, b], sendo ela a funcao ¢, definida por ¢(x) = j;‘ f(t) dt,

para cada x € [a, b].

Demonstragao do teorema fundamental do calculo, primeira versgo. Para x em
[a,b], e Ax # 0, com x + Ax em [a, b], temos

X+Ax X
Ap = @(x + Ax) — @(x) :J f(t) dt—J f(t) dt

a a

= JHAX f(t) dt + Ja f(t) dt = JHAX f(t) dt

a X

(Veja figuras 3.8 € 3.9.)

ﬂy

L2702

Q
x
(on
x

Figura 3.8 Interpretacao geométrica de ¢(x), x € [a, b].

Pelo teorema do valor médio para integrais, existe w entre x e x + Ax tal
que
x+Ax
J f(t) dt = f(w) - [(x + Ax) — x].

X

Logo,
Ap = @(x + Ax) — o(x) = f(w)Ax,

A . ]
0 que implica A—i = f(w), para algum w entre x e x + Ax. Como f € continua e,

w — x quando Ax — 0,

AY() . .
! — _— = =
o'(x) = A1)1(mO . A171(mO f(w) v1v1n§< flw) = f(x).
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Ao

x %77W77

X +AX b x

Figura 3.9 Interpretacao geométrica de A, para Ax > 0.

O

Como consequéncia do teorema fundamental do calculo, primeira versao,
temos a sua segunda versao, também chamada férmula de Newton-Leibniz. Ele
estabelece uma conexao surpreendente entre as integrais indefinidas e as inte-

grais definidas.

Teorema 3.18 (Teorema fundamental do calculo, segunda versao). Se f é uma

fungdo continua no intervalo [a,b] e
Jf(x) dx = F(x) + C,

entao .
J f(x) dx = F(b) — F(a).

Demonstragdo. Pelo teorema fundamental do calculo, primeira versao, temos
que a funcao ¢(x) = f’; f(t) dt, a < x < b, € uma primitiva de f(x) no intervalo
[a,b], ou seja, ¢’(x) = f(x). Se [ f(x) dx = F(x)+C, temos também F’(x) = f(x).
Logo, pela proposigcédo 3.2 existe uma constante k tal que

para todo x em [a, b].

Agora, ¢(a) = [¢ f(t) dt = 0. Logo, F(a) +k = 0, de onde entdo k = —F(a).
Entao,

Quando x = b, temos



E costume denotar [F(x)]° = F(x)|° = F(b) — F(a).

a

Exemplo 3.20. Calcular a area compreendida entre a curvay = senx € 0 €ixo

x, para0 < x < 7.

Solugao. Como senx > 0 quando 0 < x < 7, temos que a area A procurada é
dada pela integral. Entao,

s
A:J senx dx = [—cosx]§ = (—cosm) — (—cos0) =1+1=2.
0
A
Y y = sen X
Il
2 unidades de area
| LAY |
0 = X

3.5.3 Integragao definida, com mudanca de variavel

Veremos agora que, quando fazemos mudanca de variavel, no caso de
uma integral definida, podemos finalizar os calculos com a nova variavel introdu-
zida, sem necessidade de retornar a variavel original. Para tal, ao realizarmos a
mudanga de variavel, trocamos adequadamente os limites de integracao.

Suponhamos que y = f(x) define uma fungao continua em um intervalo I,
com a,b € I, e que x = @(t) € uma funcao de t derivavel em um certo intervalo

J € R, satisfazendo
(i) f(e(t)) e Tquandote].
(i) o(x) =a, ©(B) =Db, para certos «, € J;
(iii) @’(t) é continua em J;

Sendo F(x) uma primitiva de f(x) em I, temos [ f(x) dx = F(x) + C, e como
vimos, tomando x = ¢(t), teremos dx = ¢’(t) dt, e [ f(@(t))@’(t) dt = F(e(t))+
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C. Entao, pelo teorema fundamental do calculo,

b
j flx) dx = Fx)® = F(b) — F(a) = F(e(B)) — F(e())
B
— Flo) =J flo(t) - o (t) dt

x

Exemplo 3.21. Calcular | 1] xV1+x%dx.

Fazendo u = 1+ x?, calculamos [xV1+x2dx = 3V1+xZ + C. Pelo
teorema fundamental do célculo, [1, xv/T+x2 dx = 1v/T+x2 ] = ? — @ =0.
Por outro lado, poderiamos ter trocado os limites de integrac;éo, ao realizar a
mudanca de variavel. O resultado seria: parax =—1,u=2;eparax=1,u=2
(). Entao, [T, xv/T+x2dx = [3/u- Jdu=o0.

Exemplo 3.22. Calcular a drea delimitada pela circunferéncia de equagdo x> +
y? = a.
Solugao. Para calcular a area A desse circulo, basta calcular a area sob o
semicirculoy = vaZ —x2, acima do eixo x, entre os ponfosx = —a ex =aq, ou

sefa, calcular

A a
:J Va2 —x?dx.
—a

2
Faremos a substituicdo x = asent, —m/2 < t < m/2. Parat = —m/2, x = —a;
parat = m/2, x = a. Teremos entdo dx = acostdt, a> — x* = a’cos’ t €, como
cost > 0 no intervalo [~mt/2,7/2], Va2 —xZ = acost. Logo, [* VaZ—xZdx =
jff/z a? cos® t dt. Temos cos’ t +sen’t = 1 e cos? t —sen? t = cos 2t, logo cos* t =

2(1 + cos 2t). Assim,
a /2
J \/az—xzdx:J a?cos® t dt
—a

= (1+ cos2t) dt

= t+ = sen Zt]
2 —7t/2

T ] LT L] = ™
—2 5 2SeIl sen =

E portanto a area do circulo é A = ma?.

3.5.4 Integragao definida, por partes

Suponhamos que u = u(x) e v = v(x) sao fungdes derivaveis no intervalo

la, b], com as derivadas u’(x) e v/(x) continuas em [a, b]. Temos (u-v)' =u’-v+



v =w’ + v, e entdo [Clu(x)v(x))’ dx = [T ulx)v'(x) dx + [ v(x)u!(x) dx.

Pelo teorema fundamental do calculo, jZ[u(x)v(x)]’dx = u(x)v(x)lz. Portanto

Foulv!(x) dx = w(x)v(x)[§ — [7

LV (x) dx.

Em notacao abreviada,

b b
J wdv = uvIEJ v du.

a a

Exercicios Recomendados

Calcule as integrais definidas listadas abaixo.
EP1. ! ;&

EP2. [/77 o
EP3. [T tgxdx.
EP 4. [} dt

EP 5. [{sentdt.

EP 6. fg/z sen x cos? x dx.

2
EP7. J‘(?)T/ 3+2d§osx'
4 xd
EP 8. f] XT:ZX'
1
EPO. [ 1%

EP 10. [} Y& 4x.
EP 11. J‘Tf/z cos x dx

0 6-5senx+senx’

EP 12. Calcule a integral | 3 Vvaz—x%dx (0 < t < a), sem usar antiderivadas,
interpretando-a como area sob a curva (semicirculo) y = v a? — x?, e acima do

eixo x, no intervalo [0, t] (figura 3.10).

3.6 Mais técnicas de integracao

3.6.1 Completando quadrados

Voltaremos nossa atengao agora ao calculo das integrais

_J dx I _J (Ax + B)dx

L ax? +bx+c 2= ax? +bx+c

I _J dx L — J (Ax + B)dx
3 vax? +bx+c¢ ! Vax? +bx+c¢
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0 t

Figura 3.10 Interpretagdo geométrica da integral J"(t) vaz —x2 dx.

nas quais, a, b, ¢, A € B sdo nimeros reais, e a # 0.

Veremos que, para calcular cada uma das integrais 1y, I, I3, € 14, tudo (ou
quase tudo) que temos a fazer é completar um quadrado em ax? + bx +c, e

entdo usar as integrais da proposigao 3.9.

Lembramos que completar um quadrado em ax? + bx 4 c é escrever este
trinébmio do segundo grau na forma a(x +m)? + n. Primeiramente, colocamos o

coeficiente a em evidéncia:

b
ax2+bx+c:a<x2+x+c>.
a a

- b c
Completamos entao o quadrado em x? + P + a:

2 2
X4+ Px+y = <x+§) + <y—a>

Fazemos entao, para o calculo de uma das integrais I;, I, I3, e 14, a substituicao

u:x—i—%, du = dx

e teremos
X+ px+vy=ul+k? ax? +bx + ¢ = a(u? £ k?).

Agora, a menos de alguns pequenos ajustes, recairemos em integrais da
proposicao 3.9.

dx

Exemplo 3.23. Ca/cularj P

Solugao. Comegamos fazendo

272

(o3) =il ()]

2x2+3x+1:2<x2+3x+1> =2

=2




sendo u = x + 3/4. Como du = dx,

J2x2+d;x+1 :Jz [uz(i_u(lﬂ :;Juzih;)z

= —;J];m = —% . %ln ‘1‘ J:u + C (proposigao 3.9)
(1) —w? SERNE
—ln‘ltjﬁ‘—l—C—1n‘11_+(jzi§)‘+C
=—In jz::—_;l‘—FC:—ln ;ziﬂ—i- =lIn ;zi;‘—kC
x—1
Exemplo 3.24. Ca/cu/arJ \/ﬁdx'

Solucao. Comegamos fazendo

2

T—x—x=—(*+x—1)=—

(ea) (e (9)

Sendo,u=x+1/2,du=dx,ex=u—1/2,

JHdX_P x—1 dx
VT—x—x2 2 2
JO8) -6 D
= u—32/2 du
ey
S RN R | L E—
() e ()
3
sendoI:J v du,eJ:J 1 du.

V(5272 - V(V5/2)2 =2

Para o célculo de 1, fazemos w = (/5/2)* —u?, e entdo dw = —2udu, e

temos

1
= —%  qu= _jdwz—ﬁ+C
J /(é)z—uz J\/VT’
<?>z—u2:—\/1—x—xz+C
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Por sua vez,

1 u
]:Jdu:arcsen—i—C
()
2
2u 2x +1
= arcsen — + C = arcsen +C
V5 V5
Portanto,
x—1 3
—_—dx=1—=
J\/] —x —x? 2]

3 2x +1
=—v1—x—x%— = arcsen +C
2 V5

3.6.2 Integrais da forma [ sen™ x cos™ x dx
3.6.2.1 Caso 1: m ou n € um inteiro impar

Consideremos ] = [ sen™ x cos™ x dx. Sendo m e n inteiros ndo negativos,

no caso em que o expoente m é impar, teremos m = 2k + 1, e entdo

J = | sen®™*" x cos™ x dx

— | sen®* x cos™ x sen x dx

2x)* cos™ x sen x dx

= | (sen“x

2 .k

cos™ x sen x dx

= (1 —cos“x)

Agora fazemos cosx = t, e entdo dt = —sen x dx, obtendo
J = J(] — ) (—dt) = — JU — )k dt,

que € uma integral de um polinbmio em t.

Se m é par, mas n € impar, transformamos a integral ] em uma integral de

um polindmio, por um procedimento analogo.

Exemplo 3.25. Calcular ] = [ sen®x cos’ x dx.

Solucao.

4

] = sen® x cos® x dx = Jsen6xcos xcosx dx

6 2

= | sen® x(cos® x)* cos x dx = Jsenéxﬂ — sen’

2

x)“cosx dx

= [t®(1 —t?)?dt, sendot =senx, dt = cosx dx.




Teremos entao

]_J (1-2¢% +t* )dt—J(té—Ztertm)dt

7 27 tY
=———+—+4+C

AT
_sen7x_Zsen x+sen”x+C
7 9 11

3.6.2.2 Caso 2: me n sao pares

Neste caso, abaixamos os graus das poténcias de fungdes trigonométricas,

mediante as relacdes

1 2 1—cos2
cos’ a = w sen’ a = ¥ (3.5)

ou seja, fazemos

2k

] = |sen™xcos™xdx = J sen’* x cos? x dx

= | (sen? x)*(cos® x)* dx

/1 —cos2x\* /1 +cos2x\*
= dx
J 2 2

Exemplo 3.26. Calcular1 = [ sen* x cos® x dx.

Solugdo. I = [sen’ xcos? x dx = [(sen”x)% cos® x dx. Fazendo uso das relagbes

trigonomeétricas 3.5, temos

I_J 1+ cos 2x 2 1+ cos 2x dx
- 2 2

J (1 —2cost+00522x> <1 +cost>
- 4 2 dx

J(] + cos 2x — cos? 2x + cos® 2x) dx

Oo\-—*OO\-—‘

1 1 1
JdX—JCOSZXdX—JCOSZZXdX+

3
3 3 3 Jcos 2x dx

Calculando separadamente as quatro integrais, temos: I} = [dx = x

(juntaremos adiante todas as constantes em uma s6) I, = [ cos 2x dx = J sen 2x

1 4
13=J00822XdX=J+CZOSXdX (cos? a = 1Heg=2a)

de—k Jcos4xdx
+

1 1
Zl sendx = Z + gsen4x

N\X
N\—‘
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Iy = | cos® 2x dx (poténcia de cosseno, de expoente impar!)

= | cos? 2x cos 2x dx = J(] — sen” 2x) cos 2x dx

[ dt

=11 —tz)-7 (t =sen2x, dt = 2cos2xdx, Iogocostdx:%
1 t—i _sean_sen32x
2 3) 2 6

Finalmente,

1
I= Jsen4xcoszxdx = §(11 —L—I3+1)
1

B TR v 16 43
_l_sen4x_sen32x+c
~ 16 6 13

3.6.3 Fdérmulas de redugao, ou de recorréncia

1 1 1
— sendx + — sen2x — — sen> 2x + C

As formulas de redugao, ou formulas de recorréncia, frequentemente en-

contradas em tabuas de integrais, sdo, em geral, obtidas por meio da integracao

por partes.

Nos exemplos abaixo, deduziremos duas delas e ilustraremos como séo

usadas.

Exemplo 3.27. Sendon > 2, deduzir a formula de reducao

tgxsec"2x n—2

n _
Jsec xdx = — —

. J sec™ % x dx.

Solucgdo. Seja I, = [sec™ x dx. Temos

I, = | secxdx = | sec™ 2 xsec’x dx = uv — | vdu.
—

u dv

Sendo u = sec™ % x dx, temos

du= (n—2)sec" 3x- (secx)'dx

3

=(n—2)sec™ x-secxtgxdx

=(n—2)sec™ ?xtgxdx
Sendo dv = sec? x dx, tomamos v = tg x. Entéo,
I =uw— Jv du
= tgxsec" 2x — thx S (n—2)sec™Zxtgx dx

=tgxsec" ?x — (n—2) J sec™ 2 x tg? x dx



Agora, sendo | = [ sec™ 2 x tg?x dx, temos
J = |sec™ % x(sec’ x — 1)dx

= | (sec™x — sec™ % x)dx

= | sec"x dx — Jsec“2 x dx
J

- In - In—Z
Assim sendo,
I, =tgxsec" % x — (n—2)]

=tgxsec" 2x — (n—2)(In — L)

de onde
1+ (n—2))I, =tgxsec™ 2 x+ (n—2)I,_2,
e portanto
tgxsec"?x n—2
In = In72>

n—1 n—1

ou seja,
n—2 -2

J sec" x dx = tgxsec” “x M J sec™ 2 x dx.

n—1 n—1

Exemplo 3.28. Empregando a formula de reducao 3.6, calcule as integrais
[secd x dx, [sectx dx, e [sec®x dx.

Solugao. Aplicando a formula 3.6, que acabamos de deduzir acima, temos,
quandon = 3,

Jsec3xdx: MJr ]Jsecxdx
2 2
_ tgxsecx

1
3 +§1n|secx+tgx|+C

Aplicando a formula 3.6, paran = 4, temos

2 2
Jsec“xdx: tgmjcx—i—ajseczxdx

B tgxsec’x 2

-t C
3 —1—3 gx+

Paran =5, temos

3
Jsec5xdx:lszlwfcx+il3
tgxsec’x 3 (tgxsecx 1
=S T 2SR,
4 AN 2
3
_ tgxzec X 3tg7ésecx+§1n\secx+tgx|+c
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Exemplo 3.29. Deduza a formula de recorréncia
n 1 n—1 n—1 n—2
cos™ x dx = - senxcos" ' x + 0 cos™ “ x dx. (3.7)

E usando-a, calcule [ cos* x dx e [ cos” x dx.
Solucao. Note que

Jcos“xdx = Jcos“_] xcosx dx = uv — Jv du.
dv

n—2

Considerandou = cos™ ' x e dv = cos x dx, temos du = —(n—1) cos™ % x sen x dx

ev =senx. Entdo,

2 x sen? x dx

Jcos“ xdx =senxcos™ ' x+ (n—1) Jcosn
=senxcos" ' x+ (n—1) Jcos“_2 x(1 — cos® x) dx
—senxcos" ' x+ (n—1) <J cos™ % x dx — JcosTL X dx)
Logo,

Jcosnxdx —senxcos™ ' x + (n— 1)Jcosn_2xdx— (n— 1)Jcos“xdx.

Logo,

nJcos”x dx =senxcos™ 'x + (n—1) Jcos"zx dx

e, entao,

1 n
Jcosn xdx = —senxcos" ' x + —— Jcosnz x dx.
n n
Deixamos para o leitor a aplicagcao desta formula, para obter

1 3 3
Jcos‘*xdx = Zsenxcos3x—|— gsenxcosx—I— % + C

1 6 8 16
7 _ ! 6 o 4 S 2 16
Jcos xdx = 7senxcos x+35 sen xcos” x + 35 sen x cos” x + 35 senx + C

3.6.4 Substituicoes trigopnométricas

As substituicoes trigonométricas sao substituicoes empregadas em inte-

grais envolvendo uma das expressdes vaZ —x?, Va2 +x%, e vVx? —a?, nas
quais a variavel x & substituida pelas funcoes asen 6, atg6, e asec0, respecti-

vamente.

Exemplo 3.30. Calcular [ v a? — x? dx.



\Vx2 - a2

a
Figura3.11 Em (a) > =sen0, dx = acos0do, 7”11*"2 =cos0. Em (b), 3 = cos 0, ou
X —secf, dx = asec0tg0 do, Y¥’=4° = tg@. Em ambos os casos, a raiz

guadrada da diferenca de quadrados é um cateto.

Va2 + x2

a

Figura 3.12 A raiz quadrada va? + x2 ¢ interpretada geometricamente como sendo
a hipotenusa do triangulo retangulo de catetos x e a. Agora, = = tg®,
dx = asec204d0, e 7“11’”‘2 = sec 0.

Solucao. Usaremos uma substituicdo trigonométrica, baseando-nos no es-
quema geométrico da figura 3.11 (a). Observando as relagoes trigonométricas
da figura 3.11 (a), fazemos

2_2
a’—x

=send, —— =cosO, e dx=acos0do.
a

Temos entao,

. alx

Va2 —x2dx = J a’cos? 0 dO. E, usando a relagdo cos? 0 = (1 +
cos 20), temos

2 1 1 Ze 2
Jazcoszede - ‘;J (2 n 2cosze) a6 — aT +%senze+c.
Agora, substituimos 0 = arcsen ; e
2xva? — x?

sen20 =2senfcos = ————,
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e, obtemos

2
J\/az—xzdx:iarcsenx—i-)z(\/az—xz—l—C.
a

No caso de uma integral definida, ao realizar a mudancga de variavel, po-
demos também trocar os limites de integracao, tal como ilustrado no seguinte

exemplo.

Exemplo 3.31. Calcular ff) V9 4 x2 dx.
Solucao. Para desenvolver a estratégia de substituicao trigonomeétrica, usa-

remos as relagbes trigonométricas em um triangulo, ver figura 3.13. Teremos
3=1%g0, dx= 3sec’0do, e = cos 0, ou seja, v9 + x* = 3secH.

3
V9+4x2

V9 + x2

3

Figura 3.13 Triangulo considerado para substituicao trigonométrica de v9 + x2.

Sendo x = 3tg 0, tomamos © assumindo valores de 0 a t/4, e teremos x

percorrendo os valores de 0 a 3.
Teremos entao [3v/9 +x2 dx = [7*3sec - 3sec?0d0 = 9 [T/ * sec 6 do.

Conforme vimos no exemplo 3.27, segdo 3.6,

0tgd 1
Jsec39d6:m2g—l—zlnlsece—i-tgel—i-C.
Assim,
3 rt/4
J\/9+xzdx:9 sec® 0 dO
0 Jo
r /4
=9 w ]lnlsece—l—tgel}
2 0
4
=9 sec(T[/4)2tg(7T/) 1n|sec(n/4)+tg(ﬂ/4)|}
- secOtg0 1
-9 2Jrzlnlsec()thgOI]
[ 1
=9 \Zﬁ+1ln(ﬁ+1) —9[O+21n1]
9v2
i+71 (V2+1).

2



3.6.5 Integracado de funcdes racionais

Nesta secao estudaremos o calculo de integrais JPES dx, em que p(x) e

q(x) sao fungdes polinomiais. Tais fun¢oes p(x)/q(x) sdo chamadas fungdes
racionais.

Quando o grau de p(x) € maior que, ou igual ao grau de q(x), devemos
primeiramente dividir p(x) por q(x), obtendo quociente Q(x) e resto R(x), de

forma que

p(x) = q(x)Q(x) + R(x),

em que R(x) = 0 ou é um polinbmio de grau menor que o grau do polinbmio

divisor q(x). Neste caso,

p(x) _ q(x)Q(x) +R(x) _ R(x)
o = a9t gap
I R(x) i
e entao, J ™) dx = J Q(x)dx + J ™ dx. Por exemplo, suponhamos que que
remos calcular
2433 —6x2 +3x + 1
1= J x3—3x+2 dx.

Como o grau do numerador é maior que o grau do denominador, devemos pri-
meiramente proceder a divisao de polindbmios abaixo, na qual obteremos Q(x) =
2x+1eR(x) =2x—1.

x4+ x3—6x2+3x+ 1 x3—3x+2

4 —6x? 4 4x 2x +1
x3 —x+1
x3 —3x+2
2x — 1

Teremos entao,

2x —1 dx
x> —3x+2

I—J(X3_3X+2)(ZX+])+2X_1

= |((2 1
G — 312 dx J(x+ )dx+J

Assim, precisamos apenas estudar integrais de fungdes racionais proprias,
isto €, fungdes racionais em que o grau do numerador € menor que o grau do

denominador.
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3.6.6 Decompondo fungbes racionais em fracdes parciais
3.6.6.1 Caso 1: raizes reais distintas.

Suponhamos que na fungao racional prépria p(x)/q(x) o denominador,
sendo de grau n, fatora-se em produtos lineares distintos
q(X) = (X—T‘])(X—T‘z) te (X_rn))
ou entao,
q(x) = (a1x +by)(azx +bz) -+ - (anx + by)
com os n fatores lineares tendo raizes distintas entre si.

Entao, aplicamos um resultado da algebra de fragoes racionais que diz que,

neste caso, existem constantes A;, A,, ..., A,, tais que
p(x) _ p(x)
q(x)  (arx+by)(axx +bz) -+ (anx + by)
A] Az An

arx + by + ax + by +“'+M’
em que os coeficientes das fragbes parciais sao A1, Ay, ..., A,, determinados
de maneira unica. Neste caso,
Jp(x)dx:JA]dx—i-‘--—FAndx
q(x) arx + bg anx + by
= /:1n|a1x+b1|+---+ %lnlanx—i-bnl—i- C.

x*—3
(x2 —4)(2x + 1)

dx.

Exemplo 3.32. CalcularJ

Solucao. Comegamos fazendo

x2—3 x2—3 A B C

) x+ 1) —)x+2)2x+1) x—2 "xt2 " x+1

Para calcular os coeficientes A, B e C, somamos as trés fragoes parciais a di-

reita, igualando a soma a funcao racional original.

x2—3 Ax+2)2x+ 1) +B(x—2)2x+ 1)+ C(x —2)(x + 2)

(x2 —4)(2x + 1) (x—2)(x+2)(2x+ 1)

.

Observando que os denominadores sdo iguais, devemos obter A, B e C de modo
a termos a igualdade (identidade) de polinémios

P —3=A(x+2)2x+1)+B(x—2)2x+ 1)+ C(x — 2)(x + 2).

Desenvolvendo o produto a direita e comparando os coeficientes dos termos de

mesmo grau, chegaremos a trés equacgdes lineares nas incognitas A, B e C.



Mas, podemos tomar um atalho. Note que os polinbmios a esquerda e a direita

sao iguais, logo, ttm o mesmo valor para cada x real.

Tomando x = —2, obtemos B(—2 —2)(—4+ 1) = 1, e entdo B = 1/12.
Tomando x = 2, obtemos A - 20 = 1, e entao A = 1/20. Tomando x = —1/2,
obtemos C(—3 —2)(—3 +2) = —15/4, e entdo C = 11/15.

Repare que os valores de x, estrategicamente escolhidos, sao as raizes de

(x* —4)(2x + 1). Assim,

1/40 J1/12 dx+J 11/15 dx
2x + 1

x2—3
— | ot
J(x2—4)(2x—|—1) JX—Z X+ 2

1 1 11
= —2/4+ — —In|2
40lnlx 2|+ 121n|X—|—2|—i— 39 n2x+ 1)+ C
3.6.6.2 Caso 2: raizes reais multiplas.

No préximo exemplo ilustramos uma decomposicao, em fracdes parciais,
de uma fungao racional prépria, cujo denominador tem apenas raizes reais,
tendo porém raizes multiplas.

Calcul <
E lo 3.33. r .
xemplo 3.33. Calcula J FEIPESIE dx
Aqui, a raiz —1, do denominador, € de multiplicidade 3. A decomposicao,

em fragOes parciais, que funciona neste caso, é da forma
x? A n B n C n D
2x—D)(x+1)3 2x—1  (x+13  (x+1)2 x+1’

na qual teremos A, B, C e D determinados de maneira Unica.
Como antes, primeiramente somamos as fragdes parciais, e obtemos que

2 o
7(2)(4’)‘(“”3 éigual a
Ax+1P2+B2x—1)+C2x =D (x+1)+D2x —1)(x + 1)?

2x—1)(x+ 13

Como os denominadores sao iguais, temos que

Ax+12+B2x—1)+C(2x—1)(x+ 1)+ D(2x — 1)(x + 1)2.

— 1
Quando x = —1, temos —3B = 4, logo B = R Quando x = 7 temos
27 1 2
A'§_Z’ IogoA_ﬁ.
Tendo esgotado, para valores de x, as raizes de (2x — 1)(x + 1)3, tomamos

agora valores de x que nao produzam, em nossos calculos, valores numéricos
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muito grandes. Tomando x = 0, temos A—B—C —D = 0, e tomando x = 1,

temos 8A + B +2C +4D = 1. Logo,

cip= 2
2C 4+ 4D 5
C+4D= >
_ 31 7
eentao,C_ﬁ,D_ﬁ.
Assim,
2 2/27 _4/3 31/27 7/27
J(Zx—1)(x+1)3dX_J2x—1dX+J(x+1)3dX+J(x+1)2dx+Jx+1dx
1 2 31 7
— X _ Ll T
=N+ s ~ ey T Rk IIHC

Como um outro exemplo de decomposicdo em fracbes parciais, em um

caso de raizes reais multiplas no denominador, se tivermos que calcular

J x> —2x+1 »
(3x —2)2(5x +1)3(1 — 7x)
devemos primeiramente fazer que X —2x ] éigual a
P W Bx =2 Gx 1 1p0 —70) ° 19
A B C D E F

Gx—27 " 3x—2  Gxt 1P Bxt 12 Thxil  1—7x"

3.6.6.3 Caso 3. raizes complexas nao reais.

Um terceiro caso de decomposi¢ado, em fracées parciais, ocorre quando o
denominador tem fatores quadraticos irredutiveis (fatores de grau 2 sem raizes
reais), como no exemplo

p(x) 3x% —x
qx)  (x—=2P2+x+4)x2+1)

em que x> + x +4 e x* + 1 ndo tem raizes reais. Neste caso, temos que
3x%—x

(x —2)2(x24+x+4)(x2+1) éigual a

A n B n C n Dx+E x4+ G
(x—2)2  (x—2)2 x—2 xX2+x+4 x2+1°

e proceder tal como antes, na busca dos coeficientes de A a G. Ou seja, na
decomposicao em fracdes parciais, para os fatores lineares no denominador
seguimos as regras anteriores, mas sobre cada fator quadratico vai um polinémio

do primeiro grau Mx + N.



Mas, se tivermos no denominador poténcias de fatores quadraticos irre-
x> +3x—5

(x2 —3x 4+ 4)2(x? + 2)3(3x — 5)

notando que x? + 3x — 5 e x* + 2 ndo tem raizes reais, fazemos

x° +3x—5  Ax+B Cx+D
(Z—3x 1422+ 2P03x—5) (@ —3x+42 " xZ_3x+4
Ex+F Gx+H Ix+] K
123 T v T2 T3x—5

Este € um calculo deveras longo. Na pressa, devemos recorrer a uma boa tabua

dx ? Neste caso,

dutiveis, tal como na integral J

de integrais ou um bom aplicativo computacional.

Observacao 3.4. Na verdade, esse tipo de decomposicao funciona mesmo se

os fatores quadraticos tem raizes reais, desde que estas nao sejam raizes de
3
X —2
dx,
22 D

outros fatores do denominador. Por exemplo, no calculo de J

podemos fazer a decomposicao

x2—3 _Ax+B C

) x+1)  x—4 X+l
e ir a busca dos coeficientes A, B e C, como anteriormente.

Mx + N
(ax? +bx +c)™

3.6.7 Antegral J

Ainda resta esclarecer como lidar com integrais do tipo

J Mx + N
(ax? +bx +c)™

Xy

com a > 0, em que o trindmio ax? + bx + ¢ ndo tem raizes reais.

Adotando o procedimento estudado na subsegao 3.6.1 completamos o
quadrado no trindmio ax? + bx + ¢, colocando-o na forma a(x + x)* + 3, e pela
mudancga de variavel u = x + «, du = dx, chegaremos a

J’ Mx + N _J' Au+y du-?\J udu n J du

(a2 +bx+on  J ke TN e Y

para certos coeficientes A e y.
udu
(u? +k2)n

. . 1 - 1
simples t = u? + k?%. Logo, dt = 2udu, assim udu = 5dt, eentao I = ZJ

é calculada mediante uma mudanga de variavel

dt
tin.

Aintegral I = J

Ja o célculo da integral | = J requer uma substituicao trigo-

_oau
(u? 4+ k2"
nométrica, ver figura 3.14.

k
Fazemos u = ktg 0, du = ksec? 0 d6. Teremos ———— = cos 0, e entdo
Vu? + k2
2n
cos™0 In_2
]:J o 0do = 2n]Jcos“ 0 de,
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Vu? + k2

k

Figura 3.14 Tridngulo da substitui¢ao trigonométrica para u? + k2.

e fazemos o uso da formula de recorréncia

1 _ m—1 _
cos™x dx = — cos™ ' xsenx + —— | cos™ % x dx.
m m

3.6.7.1 Férmulas de recorréncia

Uma boa tabua de integrais nos fornecera

dx _ X 2n—3 dx 38
J (x2+ k)™ 2K (n—1)(x2 + k)] * 2k (n—1) J (x2 4 k2! (38)

bem como também (aqui A pode ser uma constante negativa)

dx X 2n—3 dx
J Z+A" 2A(m—1)(Z+ A * 2An—1) J (x2 4+ AT (3:9)

De um modo mais geral, encontramos também, em uma boa tabua de in-

tegrais, o seguinte resultado: sendo a > 0,n > 2, e A = b2 —4ac # 0,

J dx B —(2ax + ) (3.10)
(ax?2+bx+c)*  A-(n—T1)(ax? +bx +c)! '
n —2a(2n—3) J dx
A-(n—1) [ (ax? +bx+ )™
Também encontramos
Mx + N %(Zax—i—b)—i—(N—%)
- A1
J (ax? +bx + c)® dx J (ax? +bx + c)™ dx (3.11)

MJ’ (2ax + b) dx
2a | (ax?2 +bx+c)"

) N_bJ dx
2a /) ) (ax? +bx+c)™’
(2ax 4+ b) dx _Jdu

ax? + bx +¢)" o pela substituicdo u = ax? 4+ bx + c.

en quej(

Exercicios Recomendados

EP1. |

X2 +42x+5 +2x+5

EP 2. ‘[3)(2 2x+4°



EP3. |

Xx2—6x+5 6x+5

6x—7
EP4. [ 22 7oty dx-

EP5. [ 35 dx.

EP 6. Hﬁ-

EP7. |

dx
V3xZ+5x "

x+3
EPS. [ -2 ax.

EPO. | \/% dx
EP 10. [ sen3x dx.

EP 11. [sen® x dx.

EP 12. [ cos®xsen3 x dx.
EP 13. [ 5% gy,

EP 14. [sen®x dx.

EP 15. [ cos®x dx.

EP 16. [sen*xcos*x dx.
EP 17. [tgdx dx.

EP 18. [sec’xdx.

EP 19. [sec* x dx.

EP 20, [ £ dx.

dx
4 —5senx’

EP21. |

sen? x dx

EP22. | T+ cos?x”

EP 23. [senaxcosbxdx (a #b).

EP 24. [senaxsenbxdx (a #Db).

Deduza a formula de recorréncia

tg" T x

tg"xdx =
ngx —

e entao, usando-a, calcule

— th”z x dx
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EP 25. [tg’x dx.

EP 26. [tg®xdx.

Deduza as formulas de recorréncia

1 _
EP 27. Jsenn xdx = —cosx sen™ ! x + nT Jsennz x dx
n_ax 1 n_ax n n—1_ax
EP 28. | x"e dx:axe -3 xTeax qx

Calcule as seguintes integrais, através de substituicdes trigonométricas.
EP 29. [ Yo gy,
EP 30. sz \;1]’17.
EP 31. [ YX—a? gy,

dx
EP 32- j \/ﬁ.

Calcule as seguintes integrais de funcdes racionais. Trabalhe todos os

calculos, evitando usar as férmulas de recorréncia.

EP 33. | (g dx

d
EP 34. | rermcammers

EP 35. [ X

x2—1)(x+2) "

EP 36- J‘(X—]ﬁﬁ.

EP37. [ 523 —dx

x3—4x2H4x

EP38. [ 4

x(x2+1) "

EP 39. [ &

341"
2_
EP 40. | 1oy dx.

Use as formulas de recorréncia 3.8 a 3.12 para mostrar que

2x —1 —2x—16 3x 3 X
EP 41. J 14 XT3 A 1282+ 4) 296 e TC
dx
EP 42. J(xz x5
2x —4 512x —4) 5(2x —4)

5
—arctg(x —2)+C
12(x2 —4x +5)3 + 48(x2 — 4x + 5)2 + 32(x2 —4x +5) T 1g 8¢ glx—2)+
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3.7 Aplicacoes selecionadas da integral definida

3.7.1 Area de uma regido plana

Suponhamos que f e g sao duas fungdes continuas no intervalo [a,b],
sendo f(x) > g(x), para todo x € [a, b].

Para x € [a,b], consideramos, apoiada a esquerda no ponto x, uma fatia
retangular vertical, de base Ax, e altura h(x) = f(x) — g(x), como na figura 3.15.

A area dessa fatia sera dada por AA = [f(x) — g(x)]Ax.

, y = f(x)
AA = [f(x) - g(x)] Ax /
' y =9(x)
a X b X
N~

Figura 3.15 Area entre dois graficos de fungdes.

Se subdividirmos o intervalo [a, b] em varios subintervalos de comprimento
Ax, e sobre cada um deles construirmos uma area AA, como acima, teremos a
area entre as duas curvas, compreendida entre as retas verticaisx =ae x = b,

dada aproximadamente por

D BA=) () — g(x)]Ax

onde, pelo bem da simplicidade, estamos omitidindo indices do somatario.

A area entre as duas curvas, compreendida entre as retas verticais x = a
e x = b, sera dada pelo limite de tais somas integrais, quando Ax — 0, ou seja,
sera dada por
b
A= lim [f(x) — g(x)]Ax = J [f(x) — g(x)] dx.

a
Sendo AA = [f(x) — g(x)]Ax, é costume simbolizar dA = [f(x) — g(x)]dx.
Temos entéo A = [* dA.

E costume dizer que dA = [f(x) — g(x)] dx é um elemento infinitesimal de

area, de altura f(x) — g(x), sobre um elemento infinitesimal de comprimento
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dx. O simbolo de integragéo, [, provém da forma de um arcaico S, e tem o
significado de “soma (veja isto: Joma) de um numero infinito de quantidades
infinitesimais” . Assim, se f(x) > 0, J"z f(x) dx corresponde, grosso modo, a uma
soma de elementos infinitesimais de area, de alturas f(x), e base dx, com x

“variando” de a até b.

Exemplo 3.34. Calcular a drea delimitada pelas curvasy = x* ey = /x.

Figura3.16 Areaentreascurvasy =x? ey = v/x.

Solucao. As curvas dadas se interceptam em xo = 0 e em x; = 1 (solugoes
de x> = /x). Para 0 < x < 1, temos v/x > x%. Veja figura 3.16.
Assim sendo, a area entre as duas curvas é dada por A = j(]) [V/x—x%] dx =

1
Tr,1/2 2 _l2u32 3| 2 1 _1
Jolx2 =¥ dx = |3x T,=3 73 3

3.7.2 Meédia ou valor médio de uma fungao

Seja f uma fungao continua no intervalo [a, b]. Em [a, b] tomemos os n + 1

pontos igualmente espacados
X=a<Xx<x<...<Xn_1<Xp=0D0

isto é, tais que

b—a
mat

X1 —X0=X2—X] =...=Xp —Xn_1 =Ax =

A média aritmética dos n + 1 valores f(xo), f(x1), f(x2),...,f(xn), € dada

por
f(xo) + f(x7) + -+ f(xn)

- n+1

W=
Definiremos a média da funcao f, no intervalo [a, b}, como sendo

f= lim p,

n—oo



Mostraremos que
[P f(x) dx
b—a °

De fato, sendo Ax = b_Ta, temos

f(xo) + f(xq) + -+ f(xn)

o n+1

~ flxo) 1 [ f(x1)Ax + f(x2)Ax + - - - + f(xn ) Ax

Tl Ax < n+1 >

~ fxo) n T(x1)Ax + T(x2)Ax + - -+ + f(xn ) Ax

I ( n+1 )

= flxo) + 1 L (f(x1)Ax + f(x2)Ax + - - - + f(xn ) AX)
n+l b—a n+1 "

Logo, como os pontos xy(= a), X1,...,Xn_1,Xn(= b) subdividem o intervalo [a, b]

em n subintervalos, todos de comprimento Ax = (b — a)/n.

: e fxo) 1 . n . =
lim p, = lim + — T}Lngom n11411010 (Z f(xi)Ax

n—oo n—con-+1 b —
1=

1 b 1 b
O+b—a Lf(x)dx b—aLf(X)dX

Exemplo 3.35. Determine o valor médio de f(x) = x%, no intervalo a < x < b.

Solucao. O valor médio de f em [a, b], & dado por

_ 1 b 1 3b 1 b3 3
f= JXZdX: L = — 7_&
b—a), b—a 3|, b—al\3 3

(b —a)(a? + ab + b?) B a’? + ab +b?

3(b—aqa) N 3

3.7.3 Volume de um sélido

Na figura 3.17, para cada x, a < x < b, um plano perpendicular a um
eixo x corta um sélido determinando no sélido uma secgao transversal de area
A(x). De x = a até x = b, sdo determinadas as areas de todas todas as
secgoes transversais desse solido, sendo b — a 0 seu “comprimento”. Qual € o
seu volume?

Suponhamos que o intervalo [a, b] é subdividido em n subintervalos, todos
de comprimento Ax = (b— a)/n. Se x € um ponto dessa subdivisao, determina-

se um volume de uma fatia “cilindrica”, de “base” com area A(x) e “altura” Ax,

AV =V(x) - Ax.
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Figura 3.17 Volume de sélidos.

Uma aproximacao do volume do sélido é dado pelo somatério desses varios

volumes cilindricos,
V= ZAV: ZA(X) - Ax,
X

sendo o somatdrio aqui escrito sem os habituais indices i, para simplificar a
notacdo. Quanto mais finas as fatias “cilindricas”, mais préximo o somatério
estara do volume do so6lido, sendo seu volume igual a
. . b
V= Aliri}oz AV = A@OZ A(x) - Ax = L A(x) dx.
Os cientistas de areas aplicadas costumam dizer que dV = A(x) - dx € um
elemento infinitesimal de volume, construido sobre um ponto x, de um “cilindro”
de area da base A(x) e altura (espessura) “infinitesimal” dx. Ao “somar” os
infinitos elementos de volume, temos fz dVv = fZA(x) dx igual ao volume do

solido.

Exemplo 3.36. Qual é o volume de um tronco de pirdmide, de altura h, cuja
base é um quadrado de lado a e cujo topo é um quadrado de lado b ?

Solucao. Posicionemos um eixo x perpendicular as duas bases. Cada
ponto (altura) x, demarcada nesse eixo, corresponde, no tronco de piramide, a
uma seccao transversal quadrada, de tal modo que x = 0 corresponde a base
quadrada de lado a, e x = h corresponde ao topo quadrado de lado b. Veja
figura 3.18.

Procurando uma fungédo afim, f(x) = mx + n, tal que f(0) = a e f(h) = b.

encontramos f(x) = a + 2=%x.



Figura 3.18 Tronco de piramide.

A area da seccgao transversal, na altura x, é dada por

2
Mm:<a+b;“0.

O volume do tronco de piramide é entao

2
V:Jh/\(x) dx:Jh (a+ b]__lax> dx.

0 0

Fazendo u = a + %-%x, temos du = 2% dx. Além disso, u = a parax =0, e

u=Db parax = h, e entéao

_ 3 3
“3p_a? %)

h
= g(cL2 + ab + b?).
Note que o volume do tronco de piramide é 1/3 do produto de sua altura pelo
valor médio das areas das secgoes transversais (veja exemplo 3.35). Conforme
um antigo papiro, esta formula ja era conhecida pela antiga civilizacao egipcia
do século 18 a.C.

3.7.3.1  Volume de um sdlido de revolucao

Quando rotacionamos uma regiao do plano xy em torno do eixo x ou do

eixo y, realizando uma volta completa, o lugar geométrico descrito pelos pontos
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da regiao é o que chamamos um sdlido de revolugao.

Suponhamos que um sélido de revolugao € obtido rotacionando-se, em
torno do eixo x, uma regiao plana delimitada pelas curvas y = f(x), y = g(x), €
pelas retas verticais x = a e x = b, sendo f(x) > g(x) para a < x < b. Para cada
x € [a, b], um plano perpendicular ao eixo x, cortando este no ponto x, determina
no solido de revolugao uma secgao transversal. Esta seccao transversal é obtida
pela revolugdo completa, em torno do eixo x, do segmento vertical ABy, sendo
Ax = (x,9(x)) e By = (x, f(x)). Veja figura 3.19

A area dessa secgao transversal sera nada mais que a area de uma regiao
plana compreendida entre dois circulos concéntricos de centro (x,0), sendo um
menor, de raio g(x), e outro maior, de raio f(x). Como a area de um circulo
de raio v é mr?, temos que a area A(x), da secgdo transversal do sélido de
revolugao, € dada por

e 5 /\ 9% ‘
a X ab X %
180° I \

x
x

Figura 3.19 Solido de revolugao.

Portanto, o volume do sélido de revolugcao sera

b b
V= J Alx) dx = J (rlf () — nlg(x)]?) dx.

a a

Se a regido plana for delimitada pelo grafico de y = f(x), pelo eixo x, e

pelas retas x = a e x = b, teremos g(x) = 0, e entéo

b
V= J nlf(x)]? dx.

a

Exemplo 3.37. Calcule o volume de uma esfera de raio a.



A esfera de raio a pode ser interpretada como o sélido obtido pela revo-
lugdo da regido semicircular x> +y*> < a%, y > 0, em torno do eixo x. Uma
tal regido é delimitada pelas curvas y = va? —x2, ey = 0, com —a < x < a.
Assim, aqui, f(x) = vaZ —x% e g(x) = 0, sendo entdo

dV = A(x) dx = nt[f(x)]? dx = nt(a® — x?) dx

o elemento de volume a integrar. Portanto,

3.7.4 Comprimento de uma curva

Consideremos agora a curva y = f(x), grafico de uma fungao continua f,
paraa <x <b.

Para calcular o comprimento dessa curva, primeiramente particionamos o

, , , b :
intervalo [a,b] em n subintervalos de comprimento Ax = Ta, por meio de
pontos

A =X0yX]y---yXn_1yXn = D.

Em seguida consideramos, no grafico, os n + 1 pontos correspondentes,

Ao = (XO) ( )) A= (X1 ) f(X] ))) sy An1 = (Xn—1 ’ f(xn—1 ))) An = (Xn) f(Xn))

An—1
y= f(X)/A\:A

y
AS»
ASq A2
iAo A
a X4 X2 Xn-1 b X
XO Xn

Figura 3.20 Comprimento de arco.
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Sendo As; = dist(Ai_1,Ai), parai=1,...,n, temos que uma aproximacao
do comprimento da curva é dada pela soma > ', As; = > ', dist(Ai_1, Aj).
Agora,

dist(Ai1, Ap) = /(i —xi1)? + (Fx) — Flxit)?

=1/ (Ax)? + (Af)?

Assumindo que f € diferenciavel no intervalo [a, b], pelo teorema do valor médio

A f(xq) — f(xi—
Ai — (Xl) (Xl 1) — f/(Ci),
X Xi — Xi—1

para algum c; compreendido entre x; 1 € x;. Assim,

iASi = i A/ 14 (f,(Ci))Z - AX.
i=1 i=1

Esta é uma soma integral de ¢(x) = /1 + (f/(x))2, no intervalo [a, b], correspon-
dente a subdivisdo a = xg,x1,...,Xn_1,Xn = b, com uma “escolha” de pontos
intermediarios cq,cy,...,Cn.

Supondo f’(x) continua no intervalo [a, b], temos entao que o comprimento

dacurvay = f(x), a < x < b, é dado por

n

b
s = lim As = lim 1+ (f'(ci))? - Ax :J T+ (f/(x))? dx.
Ax—0 Ax—0 - a

A ideia intuitiva que da a integral para o comprimento de arco é ilustrada
na figura 3.21. Para um elemento infinitesimal de comprimento dx, corresponde
uma variagao infinitesimal em y, dy. O elemento infinitesimal de comprimento

de arco, ds, correspondente a variacao dx, € dado pelo teorema de Pitagoras:

2
ds =4/(dx)? + (dy)2 =4 /1 + <j§i> dx = /1 + (f/(x))2dx

3.7.5 Area de uma superficie de revolugdo

Consideremos a curva y = f(x), grafico de uma fungao f continua, a qual

assumiremos que tem derivada f’ também continua, para a < x < b.

Rotacionando-se essa curva em torno do eixo x, obtemos uma superficie

de revolucdo. Para o calculo de sua area, primeiramente particionamos o in-
. . b—a .
tervalo [a,b] em n subintervalos de comprimento Ax = ——, por meio de
n



d
S dy

dx

<V

Figura 3.21 Geometria do ds.

pontos a = xq, X1, ..., Xn_1, Xn = b. Tomando-se dois pontos dessa sub-
divisdo, x; 1 € xq, consideramos 0s pontos correspondentes no grafico de f,
Ai1 = (xi_1,f(xi_1) € Ay = (x4, f(xi)). Este procedimento geométrico esta ilus-
trado na figura 3.20.

Rotacionando-se o segmento A; 1A; em torno do eixo x, obtemos um
tronco de cone, de geratriz lateral As; = A;_1A;, sendo f(xi_1) e f(x;) 0s raios
de sua base e de seu topo. Veja figura 3.22

Figura 3.22 Area da superficie de revolugao.

A area da superficie lateral de um tronco de cone, de geratriz lateral { e
raios v € R no topo e na base, é dada por 7(r + R){. Assim, rotacionando o
segmento A;_1A;, em torno do eixo x, como acima, a superficie resultante tera

area

AS; = 7i[f(xi1) + f(xi)] - Asy
e a area da superficie de revolugao, da curva y = f(x), a < x < b, em torno do
eixo x, sera dada por

S :11mAx->oZAsi
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Agora, como argumentado na secao anterior (confira),
Asi = Ai1A; = /T + [f'(ci)]2Ax
para algum c; entre x;_1 e x;. Assim sendo,
AS; = 7lf(xi—1) + f(xi)] - Asy

= mi[f(xi_1) + f(xi)] - /T4 [ (ci)]2Ax

Assim,

S = lim ZASi

= Alililo milf(xio1) + FOxi)] -/ 1+ [f/(ci)]2Ax

E pode ser mostrado que este ultimo limite € igual a

b
lim 2ntf(cq) - 4/ 1+ [f/(ci)12Ax :J 2mef(x)y/ 1+ (F/(x))? dx

Ax—0 a

Assim, a area da superficie de revolucao resultante é dada por

S = Jb 27tf(x) 4/ 1+ (f/(x))? dx.

a

3.7.6 Centro de gravidade de uma figura plana

Se temos, em um plano ou no espago n pontos Py, P,,..., Py, tendo mas-
sas mj, my, ..., m,, respectivamente, o centro de massa P, do sistema de n
pontos, € dado por
n
5 2 i miPi
P= i )
i ™My
ou seja, P = (x,1), em que
n n
3 — 2_isg MiXi el = 2o MiYi
- n y - n
2 i My 2oy

Consideremos uma regiao plana, delimitada pelos graficos das fungoes
continuas y = f(x) e y = g(x), e pelas retas verticais x = a e x = b, sendo
f(x) > g(x) para a < x < b. Olhando essa regiao como uma placa plana,
de espessura desprezivel, suponhamos que ela possui densidade superficial
(massa por unidade de area) 6 constante.

Particionando-se o intervalo [a,b], em intervalos de comprimento Ax =

bn;“, através dos pontos xy = a,x1,...,Xn = b, aproximamos essa regiao por



Figura 3.23 Centro de gravidade.

uma reuniao de retangulos, como na figura 3.23, sendo cada retangulo de altura
f(x) — g(x) e base Ax, sendo aqui x 0 ponto médio do intervalo [x;_1, x{].

Esse retangulo elementar tem area AA = (f(x) — g(x))Ax, seu centro de
massa € o ponto P = (x, w) sendo sua massa dada por

Am = 8- AA = d(f(x) — g(x))Ax.

O centro de massa da reuniao de todos esses retangulos elementares coin-
cide com o centro de massa dos pontos Py, atribuindo-se a cada ponto a massa
Am do seu retangulo. Assim, uma aproximacao do centro de massa da regiao
plana considerada, o centro de massa dos varios retangulos elementares, €

dada por

ﬁ_ZAm-PX_Zé-AA-PX_ZAA-PX
S Am Y 8-AA S AA
Agora,

= <X(f(x) — g(x))Ax, (f(x) — g(x)) - WAX>

= (100~ g, 31700 - [gx)2) - %)

Finalmente, o centro de massa P da regido plana considerada, sera dado por

. AA - P
P— lim P — lim =20 P
A0 xS0 > AA

Portanto, passando ao limite, nas duas coordenadas de P, chegamos a P =

(X,7), sendo
IPx(f(x) — g(x)) dx 2% — [g(x)12) dx

P g dx [Pl — g0o) dx

X =
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Exercicios Recomendados

EP 1. Calcule a rea delimitada pelas curvas y> = 9x ey = 3x.

EP 2. Calcule a area delimitada pelas curvas xy = a?, x =a,y =2a (a >0) e o

eixo x.

EP 3. Calcule a drea delimitada pela curvay = x3, pela retay = 8 e pelo eixo y.
EP 4. Calcule a area total delimitada pelas curvasy = x3,y =2x ey = x.

EP 5. Calcule a area delimitada pela elipse z—i + bi; =1.

EP 6. Calcule a drea delimitada pela curva fechada (hipocicldide) x*/3 +y?/3 =

a2/3.

Determinar o valor médio da fungao dada, no intervalo especificado.
EP 7. f(x) =x%, a<x<h.
EP8. f(x) =vx,a<x<b0<a<b)

EP 9. f(x) = cos?x, 0 < x < 7t/2.

Em cada problema, calcule o volume do soélido obtido por revolugao, con-

forme descrito.
2
EP 10. A elipse % + ié =1 gira em torno do eixo x.

EP 11. O segmento de reta da origem (0,0) ao ponto (a,b) gira ao redor do eixo

x, obtendo-se assim um cone.

EP 12. A regido plana delimitada pela hipocicldide x*/3 + y?/3 = a*?3 gira ao

redor do eixo x.
EP 13. O arco de sendide y = senx, 0 < x < 7, gira em torno do eixo x.

EP 14. A regido delimitada pela parabolay? = 4x, pela retax = 4 e pelo eixo x,

gira em torno do eixo x.

Calcule os comprimentos das curvas descritas abaixo.
EP 15. Hipocicldide (veja figura) x*/3 + y*/3 = a?/3.
EP16. y = ﬁ)@/z, dex=0ax=>5a.

EP17. y=Inx, dex =3 ax = 8.



EP18. y =1 —In(cosx), dex =0 ax =m/4.

Em cada problema, calcule a area da superficie obtida por revolugao da
curva dada em torno do eixo especificado.

EP 19. y2 = 4ax, 0 < x < 3a, rotacionada em torno do eixo x.

EP 20. y = 2x, 0 < x < 2,(a) rotacionada em torno do eixo x  (b) rotacionada

em torno do eixoy.

EP 21. y =senx, 0 < x < m, rotacionada em torno do eixo x.

Determine as coordenadas do centro de gravidade da regiao plana especi-

ficada.
2 2

EP 22. Regido no primeiro quadrante, delimitada pela elipse % + %2 =1(x>0
ey>0).

EP 23. Area delimitada pela curvay = 4 — % € 0 eixo x.

EP 24. Area delimitada pela pardbola y*> = ax e pela retax = a.
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