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APRESENTAGAO

Caro leitor, esta publicagado ir4 auxiliar na introducéo ao tema Mecénica Apli-
cada e dos Sdélidos. Nos cursos de Engenharia, conteddos como Mecénica
Aplicada e Introducdo a Mecanica dos Sdélidos Deformaveis introduzem o leitor
na importante tarefa do calculo estrutural. Eles tém carater basico e exigem solida
base conceitual. A observacao, o raciocinio légico e coerente, a estruturacao de
ideias e dos conceitos envolvidos nos calculos séo amplamente exercitados.

Este texto reline parte importante do conteldo desses dois tradicionais
campos, gue se encadeiam naturalmente. Para cada tema, ha uma parte tedrica,
na qual sdo desenvolvidos os conceitos fisicos e a deducdo matematica das
principais equagdes, e uma parte de exercicios resolvidos, com aplicacdo do
conteudo e discussao dos resultados. Em alguns capitulos, se propdem exerci-
cios para treinar e avaliar a aprendizagem.

Os temas aqui abordados sao: equilibrio de ponto material; equilibrio de cor-
pos rigidos; analise de estruturas compostas; centroides e momentos de inércia
de figuras planas; esforcos solicitantes em estruturas isostéticas planas; barras
prismaticas submetidas a forca normal; e flexdo de barras de se¢éo simétrica.

O seu aprendizado depende fundamentalmente de treinamento, ou seja,
da resolucdo de muitos problemas, em que se aprimoram o modelo idealizado,
0 modo de abordagem e a aplica¢do do equacionamento que conduz as respos-
tas desejadas.

A despeito das possiveis falhas e das limitac6es deste texto, espero que
vocé, caro leitor, tenha uma atitude de boa vontade, paciéncia e persisténcia na
busca de condic¢fes favoraveis a reflexdo dos assuntos discutidos e & incorpora-
¢do de habilidades indispensaveis no exercicio da engenharia.

Agradeco-lhe antecipadamente pelas criticas e sugestoes.






UNIDADE 1

Introducdo a Mecanica Aplicada






1.1 Primeiras palavras

A Mecénica é uma ciéncia fisica dedutiva que estuda as condi¢des de
repouso ou movimento de corpos sob a acdo de forcas. Ela se baseia em
poucos conceitos fundamentais. A mecéanica aplicada aos corpos rigidos, espe-
cialmente a parte da estatica (equilibrio), € base para projeto e analise de com-
ponentes estruturais e mecéanicos da engenharia. Além disso, € requisito para
estudar a mecénica dos sélidos deformaveis. Nesta unidade sdo introduzidos os
principios basicos e algumas idealizagdes utilizadas, assim como as unidades e
a precisao desejada nos célculos.

1.2 Problematizando o tema

Um corpo rigido € um conjunto de particulas agrupadas que mantém suas
posi¢cBes fixas, independentemente da acdo de forgas. O corpo rigido é uma
idealizacao, pois os corpos sdo deformaveis sob acéo de forcas. Entretanto, na
engenharia, as deformacdes sdo pequenas. Elas praticamente ndo alteram as
condicbes de equilibrio. Dessa forma, as propriedades dos materiais ndo inter-
ferem na analise das forgas.

Na mecanica aplicada aos corpos rigidos, o objetivo principal é analisar
problemas de equilibrio de um modo simples e I6gico, aplicando alguns poucos
conceitos basicos em modelos idealizados para representar uma situagao real.

1.3 Conceitos hasicos

Na mecanica, empregam-se quatro conceitos ou quantidades bésicos, todos
de natureza intuitiva:

» Espaco ou comprimento: localizacéo de um ponto ou definicdo de dimensoes;

e Tempo: sucesséo de eventos;

e Forca: empurrao/puxéo de um corpo sobre outro, com ou sem contato;

e Massa: medida da resisténcia a mudanca de velocidade.

O estudo do equilibrio de particulas, corpos rigidos ou sistemas de corpos
rigidos se baseia em alguns principios fundamentais, necessarios e suficientes,
formulados segundo observacdes experimentais:



a)Lei do paralelogramo para adicao de forcas: duas forcas atuantes numa
particula podem ser substituidas por sua resultante, representada pela
diagonal do paralelogramo cujos lados séo as forcas a serem somadas;

b) Principio da transmissibilidade: os efeitos de uma forca em relacdo ao
estudo do equilibrio ndo se alteram com o seu ponto de aplicagéo, de-
pendendo apenas de sua linha de agéo;

c) As trés Leis de Newton:

cl) se a forca resultante numa particula € nula, ela permanece com sua
velocidade constante — em repouso, se inicialmente parada;

c2) quando a forca resultante numa particula ndo € nula, ela se move
com aceleracao proporcional a for¢ca, na mesma direcdo da forca;

c3) forcas de acéo e reacdo entre dois corpos em contato tém o mesmo
valor e dire¢gdo mas sentidos opostos.

Didaticamente, separam-se 0s casos de equilibrio de particula e corpo ri-
gido. A particula é a idealizacao de uma porgdo muito pequena de matéria, com
massa, mas de dimensao desprezivel, que ocuparia apenas um ponto no es-
paco. Assim, a geometria do corpo nao interfere no estudo do equilibrio, o que
resulta numa analise muito mais simples. O conceito de equilibrio de particula se

i aplica também a inumeras situacdes de forgas concorrentes atuantes num sis-
tema de corpos rigidos.

Outra idealizagéo frequente ocorre quando uma forca atua em uma éarea
muito pequena se comparada com as dimensbes do corpo em estudo. Nesses
casos, considera-se que a forca seja concentrada no ponto.

Um modo muito eficiente de entender os conceitos da mecéanica € por meio
da resolucdo de problemas: relaciona-se a situacao real com modelos tedricos
compativeis, expressando-os por meio de diagramas que contém os dados usados
no equacionamento matematico do equilibrio.

1.4 Unidades

As unidades empregadas neste texto sdo as do Sistema Internacional. Para
as principais grandezas, temos:

» Espaco: metro (m);
e Tempo: segundo (S);

¢ Massa: quilograma (kg);



» Forca: Newton (N);

» Tensao: Pascal (Pa).

As trés primeiras sdo unidades basicas. Define-se 1 N como a forca ne-
cessaria para imprimir aceleracéo de 1 m/s? a um corpo de massa igual a 1 kg.
1 Pa é a tenséo exercida por uma forca de 1 N numa &rea de 1 m?. Também &
usual empregar prefixos quando trabalhamos com ndimeros muito grandes. Por
exemplo: 1 MPa = 10° Pa = 0,1 kN/cm?.

Na realizagdo dos calculos, frequentemente vocé ficara em divida sobre a
guantidade de algarismos a empregar ou a exatiddo desejada. Como regra geral,
a precisdo nao deve ser maior que o0 menos preciso dos dados do problema. Assim,
devem-se arredondar os ndimeros obtidos nos calculos. Em problemas de enge-
nharia, normalmente é suficiente trabalhar com trés algarismos significativos na
resposta final, efetuando calculos intermediarios com um algarismo significativo a
mais e mantendo, assim, uma precisao da ordem de pelo menos 1%.

Um algarismo significativo é todo algarismo — zero, inclusive — néo utilizado
para localizagédo da virgula. Por exemplo: os numeros 1,85; 0,678; 21,3 e 125
tém trés algarismos significativos.

E o nimero 3500? Quantos algarismos significativos tém? Depende da cir-
cunstancia. Ele pode ter dois, trés ou quatro. Para nao restar ddvida nesses casos,
ele deve ser escrito empregando poténcias de 10 — em notacdo de engenharia,
as poténcias sdo multiplas de 3. Caso se queira escrevé-lo com dois algarismos
significativos, deve-se usar 3,5 - 10% com trés, 3,50 - 103, e assim sucessivamente.

1.5 Consideracoes finais

A mecanica aplicada aos corpos rigidos estuda suas condicdes de repouso
ou movimento. A mecénica dos sélidos estuda os corpos deformaveis — tensées
e deformacdes.

Um corpo rigido ndo se deforma quando carregado. Forcas que atuam
numa area muito reduzida séo consideradas concentradas num ponto.

No Sistema Internacional, as unidades empregadas sdo metro (m), segundo
(s), quilograma (kg), Newton (N) e Pascal (Pa). Nos célculos, procura-se dar as
respostas com pelo menos trés algarismos significativos.






UNIDADE 2

Equilibrio de uma particula






2.1 Primeiras palavras

A condicao necessaria e suficiente para garantir o equilibrio de uma parti-
cula é que aresultante das forcas que nela atuam seja nula. Assim, é fundamental
aprender a somar forcas para calcular a forca resultante num ponto. Esses con-
ceitos serdo desenvolvidos ao longo desta unidade. Mostrar-se-a, ainda, que o
conceito de equilibrio de uma particula ou ponto material pode ser empregado
na solucdo de inUmeros problemas reais, e que a construcao do Diagrama do
Corpo Livre (DCL) é uma etapa fundamental na resolucéo dos exercicios.

2.2 Problematizando o tema

Dado o carater fundamental e introdutério da proposta deste livro, serdo
estudados apenas os casos de equilibrio no plano — for¢gas atuantes coplanares.
Nessa situacao, € comum e suficiente o emprego de algebra ordinéria.

Apesar dessa limitagcéo, o estudo do equilibrio no plano engloba grande par-
te dos problemas praticos da engenharia. Mesmo sabendo que as situa¢cfes sao
guase sempre tridimensionais — afinal, a vida ocorre em trés dimensdes —, € comum
analisar se¢fes planas que sao representativas de um problema real, com forgas
atuantes contidas nesse plano, tratando o problema de forma bidimensional.

Além disso, o equilibrio de particula ndo se limita ao estudo de corpos de di-
mensao reduzida, mas se aplica a todos 0s casos em que o tamanho e o formato
dos corpos nao afetam significativamente o equacionamento, ou a qualquer sis-
tema em que todas as for¢as sejam concorrentes num mesmo ponto.

2.3 Soma de forgas

A forca € uma grandeza vetorial. Um vetor néo fica completamente definido
apenas pelo seu valor (mdodulo), como ocorre com uma grandeza escalar: massa,
tempo etc. Para sua completa caracterizacao, é necessario também conhecer sua
direcdo e sentido. Assim, os efeitos de uma for¢ca dependem da sua intensidade
(mddulo do vetor forga), da dire¢éo e sentido de atuagao.

A soma de forcas deve sempre ser efetuada vetorialmente. Entretanto, a
notacdo vetorial ndo € obrigatéria, pois a operacao vetorial pode ser feita por
meio de vérias operacbes algébricas. O uso da algebra vetorial na mecanica é
particularmente importante nos casos tridimensionais, quando facilita bastante
0 equacionamento matematico.



Serdo, entdo, estabelecidos os procedimentos para somar forcas atuantes
num mesmo plano. Essa operacdo pode ser feita grafica ou numericamente. Na
solugéo dos problemas, sempre se prefere o calculo numérico, mais preciso.

Considere, por exemplo, o caso de duas forcas atuantes num ponto O. A
resultante dessas forcas pode ser obtida graficamente, sendo igual a diagonal
do paralelogramo formado pelas for¢as, conforme a Figura 2.1.

O mesmo se obtera se for utilizada a regra do triangulo, situagéo em que se
representa a segunda forca a partir da extremidade da seta da primeira. Nesse
caso, a resultante corresponde ao lado que completa o triangulo.

Empregando relacdes trigopnométricas do triangulo formado por essas duas
forcas, podem-se obter numericamente o valor da diagonal (lei dos cossenos) e
sua direcao (lei dos senos), como se mostra a seguir:

0

Figura 2.1 Representacéo de dois vetores-for¢a e solugéo gréfica.
R=(F?+F2 ~2-F,-F,-cosp) " 2.1)
F,/sena =F,/seny = R/senf (2.2)

Observe a situacdo mostrada na Figura 2.2. Conhecendo as forcas F, e F,
gue as correntes a e b aplicam no gancho, pode-se calcular a resultante dessas
forcas (F,) com a regra do paralelogramo. Analogamente, se a forca F_ atuante
no gancho for conhecida, suas componentes F, e F, poderdo ser determinadas
pela mesma regra:



Figura 2.2 Exemplo de soma de duas forcas pela lei do paralelogramo.

Caso haja mais de duas forcas a serem adicionadas, aplica-se sucessi-
vamente a regra do triangulo — solugéo grafica — ou a lei de senos e cossenos
— solug¢do numérica. A aplicacdo sucessiva da regra do triangulo para a solucdo
grafica resulta na regra do poligono: desenham-se sucessivamente as forc¢as,
tendo como inicio do vetor-forgca a extremidade final da seta da for¢a anterior. O
fechamento do poligono representa a resultante das forgas:

R=F+F +FK +F, (2.3)

Figura 2.3 Regra do poligono para a soma de varias forcas: solugéo gréfica.

Entretanto, a maneira mais pratica e eficiente de somar forcas é por meio da
decomposicdo de cada uma em suas componentes cartesianas (F e Fy). A decom-
posicédo de uma forca em componentes €, na verdade, a operacéo inversa da soma.
Assim, uma forca pode ser decomposta segundo duas componentes de dire¢des
guaisquer. Escolhem-se sempre as direcdes ortogonais x ey, pois isso resulta
num equacionamento matematico mais simples — rela¢des trigonométricas do
triangulo retangulo, Figura 2.4a).

Por exemplo: para a soma de duas forcas, decompde-se cada uma em com-
ponentes F, e F, (Figura 2.4b)). A resultante sera obtida a partir da soma algébrica
das componentes em cada direcdo. Se houver interesse em calcular o valor da




F,=F-cos®;, F,=F-sen6
R=(F, +F,)+(Fy +Fy ) =R +R,
R°=R:+R]

g0 =R, /R,

resultante e sua dire¢cdo — em vez de representa-la pelas componentes —, basta-
i raresolver a geometria do triangulo retangulo formado por F e Fy:

Figura 2.4 Soma de forcas pela decomposicdo em componentes retangulares.

(2.4)

(2.9)

(2.6)

2.7)

Caso haja mais de duas forgas, a situacdo sera analoga, repetindo-se o

procedimento de decomposicéo para cada forca.

Problema 2.1 Calcule a for¢a resultante no sistema formado pelas trés

forcas aplicadas no ponto O:

F, = 10kN

45°

F,=12kN

30° X

F, = 15kN

Solucéo: a resultante sera calculada a partir da soma das suas componen-

! tes cartesianas, considerando os sinais conforme orientagéo relativa aos eixos

X e y adotados:



e

R, =F,-cos30-F, -cos45 (observe que F, ndo possui componente na dire¢ao x)

R, =-F,-sen30+F, —F; -sen45

Substituindo os valores das forcas, obtém-se:

R, =4,51kN (para a direita)

R, =-5,99 kN (para a esquerda)

Para obter o valor da resultante R e sua direc&o, basta aplicar o Teorema de

Pitdgoras e uma relagé&o trigonométrica do triangulo retangulo:

R*=R;+R’ R=7,50kN

tg6 =R, /R 6 =53° (em relagdo ao eixo horizontal)

X

2.4 Equilibrio de uma particula

Conforme a Primeira Lei de Newton, se a resultante de todas as forcas
que atuam numa particula for nula, a particula ficara em equilibrio, caso esteja i

originalmente em repouso.

Portanto, se uma particula em equilibrio estiver sujeita & acdo de apenas i

duas forcas, necessariamente elas terdo a mesma intensidade e direcao, porém
com sentidos opostos.



O conceito de equilibrio de uma particula pode ser empregado na solucao
de inimeros problemas. A construgdo do DCL (Diagrama do Corpo Livre) é
fundamental na resolucao dos exercicios. Escolhe-se um corpo (ou uma parte)
da situacao real para analise e equacionamento do equilibrio, isolando-o do seu
entorno e mostrando todas as forcas que nele atuam.

As forcas nesse corpo, conhecidas e desconhecidas, sdo aplicadas por ou-
tros corpos, normalmente pelas partes que se ligavam a ele na situagéo original.
Assim, ndo se representam no DCL de um corpo as forcas que ele exerce, mas
as forcas que ele recebe.

Quando uma estrutura ou um conjunto de corpos esta em equilibrio, todos
0s seus integrantes estdo em equilibrio. A escolha da parte do problema a ser
estudada deve atender a uma premissa basica: precisa conter os dados ne-
cessérios para a solugdo e possibilitar o equacionamento que permite obter a
resposta desejada.

As vezes, essa parte se reduz a um ponto ou particula para o qual con-
vergem varias forcas. No DCL de uma particula, aparecem as forcas ativas,
qgue tendem a movimentar a particula, e as reativas, decorrentes dos apoios ou
restricbes que tendem a impedir o movimento.

Grande parte das aplicagbes do equilibrio de particula ocorre quando se
tem fios interligados. Normalmente, o fio é considerado idealmente inextensivel —
sem deformacéo — e de peso desprezivel. Ele s6 pode ser tracionado (esticado),
caso contrario perdera sua forma original. Ou seja, a direcdo da forca num fio é
sempre conhecida, assim como o sentido, correspondente ao esfor¢co de tracao.
Desprezando o atrito, sempre se considera que a forca num fio é constante ao
longo do comprimento.

Na solucdo analitica dos problemas de particula sujeita a forcas coplanares,
duas equacdes algébricas bastam para garantir o equilibrio:

ZFX:O e ZFyZO (2.8)

Assim, para que o problema seja determinado, pode haver apenas duas
incégnitas: qualquer dire¢do (Angulo) ou valor de uma forga, entre as mostradas
no DCL da particula.

Essas duas equacdes podem ser substituidas por apenas uma equacgao
vetorial, representada pela soma vetorial das forgcas atuantes. Como citado ante-
riormente, a notacao vetorial s6 € importante para os problemas tridimensionais
e ndo sera utilizada.



Quando se usa a notagao escalar, o sentido de cada componente da forca
é estabelecido pelo sinal algébrico, conforme a orientacéo da seta relativamente

a eixos cartesianos previamente adotados.

Para uma for¢a de valor desconhecido, se arbitra um sentido para repre-
senta-la no DCL. Se o valor obtido para ela for negativo, isto significa que o sen-

tido correto sera o contrario do adotado.

Problema 2.2 Um vaso € suspenso por trés fios e suportado por ganchos em

B e C. Conhecendo os angulos = 30° e a0 =50°:

a)Se o vaso pesa P =500 N, calcule o valor das for¢as nos trés fios;

b) Suponha que os fios AC e AB resistem no maximo a 400 N. Qual é o maior

valor para o peso do vaso de modo que os fios AC e AB ndo rompam?

40m

I
|
C%

Solucéo: o ponto A redne todos os dados do problema. O estudo do equi-
librio desse ponto é adequado para a solugdo. O DCL do ponto A mostra todas
as forcas atuantes, exercidas pelos trés fios. Observe que a for¢a no fio AD foi
considerada conhecida, igual a P. O estudo do equilibrio do ponto D permite fa-

cilmente chegar a essa concluséo — verifique pelo DCL de D:



a) Equilibrio do ponto A:
Y F,=0>F —Fy =0—>F,-cosp—F,.-coso=0
| Fip-0,866-F,-0,643=0-F,, =0,742-F,

>F,=0-F_~F,, ~500=0—F,; senf+F, -seno—-500=0

Fu-0,5+F,-0,766-500=0
Substituindo o valor de F,g:
0,742-F,.-0,5+F,.-0,766 =500 - F,. = 440N

Voltando na 12 equacao:

F,, =0,742-F,. >F,, =326N

b) Equilibrio do ponto A — valem as mesmas equacdes de equilibrio:




Y F =0-5Fg —Fi, =0 >F, -cosp—F,.-cosa=0

Y F, =0-F —F,, ~P=0—>F, -senf+F,.-sena—P=0

Resolvendo o sistema para as for¢as nos fios — em funcao de P:
Fs 0,866 —-F,.-0,643=0—>F,; =0,742-F,,

F,-0,5+F,.0,766-P=0-0,742-F,.-0,5+F,.-0,766 =P

—>F,.=0,880-P>F,, =0,742-F,. > F,, =0,653-P

Como nenhum dos dois fios pode ter forga maior que 400 N e o fio AC esta

mais solicitado que o fio AB:

0,88-P<400 -»P <455N

Nesse tipo de problema é muito comum cometer o erro de considerar que,
na iminéncia da ruptura — situagé@o correspondente ao peso maximo do vaso —, a
forca nos dois fios vale 400 N, determinando-se o valor de P a partir de apenas
uma das equacdes. Nesse caso, restaria apenas uma incégnita. Observe que,

dessa forma, a outra equacdo nunca sera satisfeita.

Observe ainda que, para a geometria dada, é impossivel que a forca nos
fios seja igual. A solucéo das forgas em relagéo a P mostra que o fio AC sempre

fica mais tracionado que o fio AB.

Portanto, vocé deve analisar separadamente que nenhum fio ultrapasse

seu valor maximo e entdo escolher a condi¢do mais restritiva. Nesse caso, como
€ Gbvio que a forca em AC é maior que em BC (pois 0,88 P > 0,653 P), foi feita

apenas a analise desse fio.

Problema 2.3 Considere a mesma situacdo do problema anterior, exceto
pela diferenca na geometria. Se o vaso pesar P =500 N, calcule o valor das forgas

exercidas nos ganchos B e C:



Solucéo: as forcas exercidas nos ganchos sao as forcas de tra¢éo nos ca-
i bos a eles ligados — agéo e reagéo — forga do gancho no cabo = for¢a do cabo
i no gancho.

Equilibrio do ponto A:

YF =0 Fasx —Face =0 Fus ' COSP—F,.-coso=0

YF, =0 Fagy *Facy —500=0 F,;-senB+F,. -sena—500=0

Determinacao dos angulos:

C 4,0 E
: . 05
; B )
5 Y ——
E 3 ] :
i ° 7>
: o p
G A

triangulo BCE: BC? =4,0° +0,5° —BC=4,03m
tg0 = 0,5/4 0=712°
| triangulo ABC: 3,5% =4,03 +2° —2-2-4,03-cos (B +6)

B=53,2°




triangulo ABF: senf=c/2 —c=16
triangulo AGC: seno.=(c+0,5)/3,5 — o =36,8°
Voltando as equacdes de equilibrio e resolvendo o sistema:

F.-06-F.-08=0>F,=1333-F,_
F..-0,8—F,.-06-50=0-1333-F,.-0,8+F, 0,6 =500—

Fpc =300N— F,, =1333-F,. —F,; =400N

Portanto, as forcas exercidas nos ganchos tém os valores calculados, na
direcdo dos cabos, e o sentido apontado para o ponto A. A dificuldade do proble-
ma reside apenas na determinacéo da geometria dos fios. Caso os dados fossem
apresentados de forma a explicitar mais facilmente as direcdes dos cabos —
como no exemplo anterior —, sua resolucéo seria muito mais simples. :

Problema 2.4 O carro vai ser rebocado conforme esquema da figura com
uma forca de 3 kN. Sabendo que as cordas utilizadas resistem a no maximo 3,75
kN, qual é o menor angulo da corda AB para que a operagao tenha sucesso?

3 kN

Solucdo: equilibrio do ponto A.



3 kN
A

YF,=0 - Fu, —Fu =0—>F, -c0s30-F,;-cos6=0

X

YF =0 > 3-Fg —F,=0->3-F,-senf-F,.-sen30=0

Ha trés incégnitas e apenas duas equacbes de equilibrio. Resolvendo o
sistema para as for¢as nas cordas — em func¢éo de 6:

. F..=1155F,; -cos0

A

5 Send=3-0,577F,; -cos® — F,; =3/(sen6 + 0,577 cos0)

Fac = 3,465-cos6/(send + 0,577 cosH)

Né&o se sabe qual corda vai romper antes, pois as expressoes para F,; e F,.
(funcdes de 6) ndo permitem uma concluséo direta. Supondo que F,. = 3,75 kN:

3,75=23,465-cos 6/(sen6 +0,577cos6)

3,75-sen6=130cos6 — tg6=0,347 — 6=19,1 graus
Para esse valor de 0:

s =3/(senb+ 0,577 cos ) = 3/(sen19,1+ 0,577 cos19,1)

A

A

. =3,44<375



A hipétese da corda AC romper antes da corda BC mostrou-se verdadei-
ra. Considerar F,; = 3,75 resultaria, para outro valor de 8, num valor maior que
3,75 para F,., ou seja, seria uma situagéo impossivel de ocorrer. Logo, 0 angu-
lo entre as cordas vale: (180—30-19,1)=130,9°. Aplicando a lei dos senos:

|/sen30=13/sen130,9 — |=0,86 m.

Esse é o menor angulo possivel. Caso ele seja menor, para obter a mesma
componente na direcio da forca necessaria para o reboque — fixadaem 3 kN —o

valor da trag&o deve ser maior que 3,75 kN, e a corda rompe.

Observe que, na situacao referente a ruptura — correspondente ao 6 mini-
mo da corda —, apenas uma das cordas tem forca igual ao valor maximo de 3,75
kN. Para a geometria dada, é impossivel que as forcas nas cordas sejam iguais.

2.5 Consideracdes finais

Esta é a sequéncia para a solucao de problemas de equilibrio de particula:

a) Desenhar um DCL, que representa a particula “livre” de sua vizinhanca

com as forcas nela atuantes;

b)Indicar as forcas conhecidas com seu valor, direcdo e sentido. Forcas
com valor ou dire¢cao desconhecidos (incognitas) devem ser representadas

por simbolos apropriados, adotando-se sentidos arbitrarios;

c) Selecionar eixos x e y para decomposicdo e soma de cada uma

das forcas nessas direcbes para posterior aplicacdo do equilibrio:

YFo, e DF.,.






UNIDADE 3

Equilibrio de corpos rigidos






3.1 Primeiras palavras

Na andlise do equilibrio de um corpo em que as for¢as ndo estédo todas
aplicadas num mesmo ponto, o tamanho do corpo e os pontos de aplicacéo
das forcas séo importantes. Um conceito fundamental associado aos efeitos de
uma forca sobre um corpo € o momento de uma for¢a, grandeza que mede a
tendéncia de rotac@o provocada por ela. Assim, uma forca podera provocar dois
tipos de movimento num corpo: translacéo e rotacao.

As condic¢des de equilibrio ndo mudam quando se troca o ponto de aplicagéo
de uma forca desde que seja mantida a sua linha de acéo (direcao) e sentido —
principio da transmissibilidade. Isso sO se aplica a analise de equilibrio, ndo a
tensdes e deformacdes.

Além disso, € importante diferenciar forgas externas e internas. As externas
representam a acao de outros corpos sobre aquele em estudo, sendo respon-
saveis pelo possivel movimento do corpo — ou seja, sdo as for¢as que importam
na analise do equilibrio e que aparecem no DCL.

As forcas internas sdo aquelas que mantém unidas as partes ou particulas
constituintes do corpo e ndo aparecem no DCL desse corpo (pois aparecem aos
pares e se cancelam — acao e reacao).

3.2 Problematizando o tema

Imagine uma situacdo em que algumas pessoas estao tentando puxar um
carro com uma corda de modo que a linha de acdo da forca exercida passe
pelo centro de gravidade do veiculo — serd visto, na Unidade 4, que o centro de
gravidade é o ponto de aplicacao da forca-peso. Essa forca tende a provocar um
movimento de translacéo no veiculo na dire¢éo e sentido da forca. Essa situagéo
e o DCL do carro estdao mostrados na Figura 3.1 (esta desprezado o atrito entre
o solo e as rodas). Observe que, na elaboracao do DCL, esta isolado o carro do
solo e da corda. Todas as forcas representadas sao externas ao carro: forca-peso
(atrac&o gravitacional exercida pela Terra, aplicada no centro de gravidade do car-
ro), forca exercida pelo solo e forca exercida pela corda no carro, nas respectivas
posicdes. Sao elas que importam na analise do equilibrio ou movimento do carro.

Imagine agora que 0 mesmo carro, sem a corda, esteja submetido a forcas
exercidas por dois macacos posicionados junto as rodas traseiras, orientadas
para cima. O principal efeito dessas forcas no carro € imprimir um movimento de
rotacdo em torno do eixo dianteiro. Ou seja, for¢as aplicadas em corpos rigidos
podem provocar movimentos de translac&o e rotacdo caso ndo sejam contraba-
lanceadas por forcas reativas:



R, R,

a) b)

Figura 3.1 a) pessoas puxando um carro com uma corda; b) DCL do carro.

3.3 Momento de uma forga

O momento de uma forca em relacdo a um ponto € uma grandeza ou um

efeito da forca que mede a tendéncia do movimento de rotacdo em torno desse
ponto. O momento de uma forga é um vetor. Por definicdo, ele é calculado pelo

produto vetorial do vetor-posicéo dessa forca (r), que define a posi¢éo da forga

em relacdo ao ponto considerado, pelo vetor-forca (F):

M=rxF 3.1

O modulo, a direcéo e o sentido do vetor momento sédo determinados con-

forme as propriedades do produto vetorial. O valor de M pode ser obtido pelo

produto de r por F (escalares), desde que eles sejam ortogonais. A direcéo de M

€ perpendicular ao plano definido por r e F, e o sentido é dado pela regra da méao

direita — com os dedos posicionados no sentido de r para F, o deddo mostra
i 0 sentido do momento.

Para ilustrar esses conceitos, considere a situagéo da chave acoplada num

tubo, mostrada na Figura 3.2. No primeiro caso, a forca exercida é horizontal.

Ela provoca uma tendéncia de giro do tubo em torno do eixo z devido ao mo-

mento (M,), causado pela for¢ca no ponto O. Intuitivamente, sabemos que quanto

maior a distancia dy, maior a tendéncia de giro, ou seja, maior € 0 momento da
. forcaem O: (M;) =F, -d,.



Figura 3.2 Diferentes situacdes de forgcas e momentos.

Observe que a forga e a chave definem um plano (xy), e a direcdo do mo-

mento é perpendicular a esse plano — dire¢cdo do eixo z. Observe também que a

distancia considerada € perpendicular a forga.

Na segunda situacdo, a forca é vertical e provoca uma tendéncia de giro
em torno do eixo x. Valem as mesmas observacoes: (MO)Z =F, -d,. Nesse caso,
a forca e a chave definem um plano yz, e a direcdo do momento € perpendicular a
esse plano (diregéo x).

Imagine agora uma forca “inclinada” aplicada ho mesmo ponto, com com-
ponentes F, e F,. Naturalmente, percebe-se que ha tendéncia de giro do tubo
em torno dos eixos z e X, pois 0 momento provocado por essa forca tem compo-
nentes nessas duas direcoes.

E se fosse aplicada uma forca na direcéo y (horizontal)? Intuitivamente, per-
cebe-se que ela ndo provocaria tendéncia de giro do tubo. Matematicamente, isso
se explica porque a forca — linha de acdo — passa pelo ponto O, ou seja, a distan-
cia da forca ao ponto vale zero, e 0 momento provocado por ela em O é nulo.

Conforme foi registrado na unidade anterior, a notagao vetorial ndo é essen-
cial nos problemas bidimensionais. Nesses casos, a caracterizagdo do momento
pode ser feita de forma mais simples.

Sempre que as forcas e o corpo em estudo estdo contidos num mesmo
plano, xy por exemplo, 0s momentos provocados pelas for¢cas tém a direcdo do
eixo perpendicular ao plano (eixo z). Entao, a direcdo néo precisa ser indicada,
pois ndo varia.

O valor do momento é igual ao produto da forca pela distancia, tomada

na perpendicular da linha de acao da for¢a até o ponto. O sentido do momento
fica definido pelo giro em torno do eixo z, horario ou anti-horario. Usualmente,

convenciona-se adotar positivo para o sentido de giro anti-horario, de forma a

coincidir com o sentido obtido pelo calculo vetorial.



Para ilustrar o célculo do momento de uma for¢a qualquer numa situacéao
bidimensional, considere a situacao ilustrada na Figura 3.3a), em que se exerce

uma forga numa chave de rodas. Observe que tanto o corpo como as forcas estao

num mesmo plano, usualmente representado pelo plano xy:

a) b)

Figura 3.3 Calculo do momento: situacdes de forca aplicada numa chave de rodas.

Na situacdo da Figura 3.3a), o valor do momento da forca em relagéo ao

ponto O é dado pelo produto F - d, pois d é perpendicular a F. O sentido de giro é

i anti-horario. A distancia d utilizada no calculo aparece explicitamente no desenho

i —¢é o proprio tamanho da chave.

Observe agora a Figura 3.3b), em que a for¢a aplicada no mesmo ponto nao

€ mais perpendicular a chave. A distancia d dada ndo é mais a distancia a ser em-
pregada no céalculo do momento, pois ndo é perpendicular — do ponto O até a linha

de acdo da forca. Ou seja, a distancia (d') precisa ser calculada empregando-se

conceitos de geometria plana para os dados do problema.

Entretanto, em vez de calcular a distancia d’, normalmente € mais simples

i calcular o momento decompondo a forga em componentes ortogonais (FX e Fy)
e somando os momentos provocados por elas. Obviamente a disténcia de cada
i componente até o ponto deve ser facilimente calculada ou identificada, conforme

mostra a Figura 3.4. Isso é ainda mais relevante quando se tem vérias forcas:



Figura 3.4 Decomposicdo da forga em componentes para célculo do momento.

Componentes da forga:
F =F-cos(a—B)
F, =F-sen(a.—-p)

Os momentos provocados pelas componentes séo calculados empregan-
do-se as distancias d, e d,, supostamente conhecidas:

M., =F, -d, com d, =d-senb — momento positivo: sentido anti-horario
Mg, =F, -d,, com d, = d-cos6 — momento positivo: sentido anti-horario
M: =M, + MFy

Demonstra-se que o0 momento da resultante de vérias forgas concorrentes
em relacdo a um ponto O € igual & soma dos momentos das vérias forcas em
relacdo ao mesmo ponto 0 — teorema de Varignon. Portanto, o momento da forga
dada em relacdo ao ponto 0 é igual a soma dos momentos das suas compo-
nentes em relacdo ao ponto 0. Nesse caso, é importante estabelecer os sinais
corretos para efetuar a soma.

Os eixos adotados para trabalhar com as componentes devem ser ortogo-
nais entre si, mas ndo necessariamente devem ser 0os eixos horizontal e verti-
cal. Para cada problema, é necessario procurar 0s eixos mais apropriados para
facilitar a determinacdo das distancias d, e d,. No caso da Figura 3.4, um eixo x
coincidente com a direcédo da chave pode ser uma alternativa interessante.



Problema 3.1 Calcule o momento provocado pela forca de 50 N em relagéo

ao ponto O:

c)

Solucéo 1 (Figura b): empregam-se relacdes trigonométricas simples do

triangulo retéangulo para determinar a distancia d da forca dada até o ponto O.
Nem sempre € tdo simples calcular essa distancia:

d=15-cos15

d=2449m —» M=50-1449=72,4N-m (sentido de giro anti-horério)

Solucgéo 2a (Figura c): calculam-se os momentos causados pelas compo-

nentes da forga. As distancias de cada componente devem ser obtidas facilmente.

i Nesse caso, é importante considerar os momentos das componentes com seu
respectivo sinal, ja que eles serdo somados algebricamente para calcular o mo-
mento provocado pela for¢a dada:

F, =50-c0s45=3536N — M., =35,36-15-sen60
—M,, =45,93N-m (sentido de giro anti-hor/to)
F,=50-sen45=3536N — M, =3536-15-cos60—
—M, =45,93N-m (sentido de giro anti-hor/io)

M=72,4N-m (sentido de giro anti-horAEio)

Solucgdo 2b: alternativamente (nesse caso € mais simples), pode-se es-

i tabelecer outro sistema de referéncia xy. Adotando-se um eixo y na direcéo

da chave, apenas a componente Fy provoca momento em O, com distancia

conhecida (1,5 m), pois Fy passa por O. O angulo formado por F e o0 eixo x

também é conhecido, igual a 15°.



F, =50-cos15— M., =48,30-15=72,4N-m (anti-horAto)

3.4 Equilibrio de corpos rigidos

Um corpo rigido pode ter dois tipos de movimento: translacéo e rotacgao.

Para ficar em equilibrio, duas condi¢cbes sdo fundamentais: a forca resultante
sobre ele deve ser nula — para ndo haver movimento de translagéo —, € 0 mo-

mento resultante em relacdo a qualquer ponto pertencente ao corpo deve ser

nulo — para ndo haver movimento de rotacao.

Assim, o equilibrio é expresso segundo duas equacdes vetoriais:

YF=0 e >M=0

Nos problemas bidimensionais — plano xy, por exemplo —, pode-se dizer

gue um corpo tem trés movimentos possiveis. Um movimento de rotacdo, em
torno do eixo z, e dois movimentos de translacéo, orientados segundo 0s eixos
X ey — 0 que é equivalente a um movimento de translacao de direcdo qualquer,
obtido a partir da composicéo dos dois movimentos nas direcdes x e y. Portanto,
empregando uma abordagem escalar, sdo trés as equacdes algébricas que ga-
rantem o equilibrio:

YF=0;3F=0YM,=0 (3.2)

Normalmente, ndo se coloca, na terceira equacéo, que o0 momento se refe-

re a um momento M, pois isso esta sempre implicito. Porém, aqui sempre sera

indicado a que ponto se refere 0 momento calculado.

Como ja observado na unidade anterior, a limitacdo ao estudo de casos bidi-
mensionais nao € tao restritiva. Em muitos problemas, h4 uma secao (plano) repre-
sentativa da situagao tridimensional real, em que se podem representar as forcas
nela atuantes, configurando uma situacéo de analise de equilibrio bidimensional.

3.4.1 Reac0es de apoios (bidimensional)

Existem varias maneiras de fixar uma estrutura ou um corpo para manté-lo
em equilibrio. Como regra geral, a um movimento de transla¢do impedido corres-
ponde uma forca aplicada pelo apoio nessa dire¢do. Analogamente, se um movi-
mento de rotagao for impedido, um momento sera aplicado sobre o corpo. Todos



os tipos de apoios podem ser idealmente classificados segundo trés categorias
: basicas, descritas a seguir e ilustradas na Tabela 3.1:

e Apoio simples ou mével: no ponto vinculado, impede o movimento de

translacdo em uma direcdo conhecida, exercendo forca nessa direcéo,
contraria a tendéncia de movimento — roletes, superficies sem atrito, hastes
de conexdo e cabos curtos, pinos em fendas etc. Corresponde a uma
incognita ou um vinculo;

Apoio fixo: no ponto vinculado, impede a translacdo em qualquer direcdo
do plano — pinos, articulacbes, superficies rugosas etc. —, exercendo uma
orca de direcdo qualquer (ou pode-se dizer que impede o movimento de
translacdo nas direcdes x e y, exercendo for¢as nessas duas direcdes). Fixa
completamente o ponto vinculado, porém nao impede o giro em torno dele.
Corresponde a duas incognitas — F_ e F, ouuma forca e sua direcéo;

Engaste: impede qualquer movimento do corpo, exercendo forcas nas
direcbes x e y e momento. Corresponde a trés incégnitas. Na verdade,
como se vera em alguns exercicios, no engaste ocorrem forcas distri-
buidas na superficie de contato do apoio, que resultam em momento e
componentes de forcas nas dire¢des x e y:

Tabela 3.1 Principais caracteristicas dos diferentes tipos de apoio.

Tipo de apoio Reagoes de apoio Incognitas

a8y 1 - diregéo e sentido
conhecidos (sempre forga
F de tragdo no fio)

1 - dire¢do conhecida
(eixo da haste de apoio)

1 - diregdo conhecida
(perpendicular a guia,
haste ou fenda)

1 - diregdo conhecida
(perpendicular a superficie
de apoio)

2 - forga de diregao
qualquer (F e 6) ou duas
componentes cartesianas
daforca (F e F))

‘F M%‘j 3 - id teri i
¥ . - laem a anterior, mais
= F, o a reagdo de momento

ANNNAN




O rolete ou cilindro e o fio impedem apenas um movimento de translacao.
Assim, s6 podem exercer uma for¢a sobre o corpo, na direcao impedida — no
caso do fio, de sentido conhecido, aquela que traciona o fio.

A vinculac&o mais restritiva proporcionada pelo pino impede a translacéo do
corpo em qualquer direcao, exercendo uma forga numa direcéo qualquer — aquela
exigida pelo equacionamento do equilibrio, conforme o carregamento aplicado.
Para analise do problema, normalmente é mais simples representar essa forca
de direcéo qualquer (duas incognitas: valor e direcao da forca) por meio de suas
duas componentes cartesianas, F, e K.

O engaste é 0 apoio mais restritivo, pois impede a rotacdo e translacao do
corpo, aplicando um momento e uma for¢ca de direcdo qualquer nesse ponto ou
um momento e duas componentes de forgas, F, eF,.

Para todas as situacfes de analise, deve-se arbitrar um sentido para as
incognitas nos apoios. O sinal obtido na solugdo vai indicar se a hipotese inicial
estava correta. Quando for previsivel, deve-se adotar o sentido correto.

3.4.2 DCL

Para o estudo do equilibrio de um corpo, inicialmente se faz o DCL, em que
0 corpo é isolado de eventuais outros corpos e dos apoios: aparecem as forcas
ativas (aplicadas) e as forcas de reacdo exercidas pelos apoios. Para permane-
cer em equilibrio quando submetido a forcas, € necessario que 0 corpo esteja
convenientemente fixado, por meio de vinculos que exercem forcas reativas, que
equilibram as forcas aplicadas, conforme explicado no item anterior.

As forcas representadas no DCL sdo aplicadas nos pontos em que o corpo
estava ligado ou conectado com outras partes ou com os apoios. Nunca se es-
gueca do peso préprio, que € sempre uma forca externa. Lembre-se de que as
forcas representadas séao exercidas sobre o corpo, e ndo pelo corpo.

Quando o objeto de estudo for constituido de vérias partes, nao se repre-
sentam, no DCL, as forcas internas, que mantém unidas as partes. Elas sempre
aparecem aos pares e sao colineares de mesmo valor e sentidos opostos —
acao e reacdo. Assim, seus efeitos sobre o equilibrio sédo nulos — a uma forga
gue uma parte A exerce numa parte B corresponde uma reacao de B em A. Ape-
nas as forcas exercidas por corpos externos aos limites do corpo livre estudado
sdo importantes e devem ser indicadas.

Geralmente, as for¢as desconhecidas correspondem as reacfes exercidas
pelos vinculos — solo, outros corpos etc. —, que se opdem a um possivel movi-
mento do corpo. As dimensdes também devem ser consideradas na construgéo
do DCL, pois sao utilizadas no calculo dos momentos das forgas.



. 3.4.3 Equagdes de equilibrio

Como héa pouco, um corpo no plano tem trés movimentos possiveis. Assim,

para manté-lo em equilibrio — para impedir esses movimentos possiveis —, séo ne-

i cessarios pelo menos trés vinculos. Isso pode ser feito de varias maneiras. Conside-

re uma barra fixada conforme os dois esquemas mostrados na Figura 3.5:

A B

4
Fio IRN TRB

A
b) B
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Figura 3.5 Esquemas de vinculagdo de uma barra e respectivas reacfes de apoio.

Nos casos a) e b), a barra foi fixada por um apoio fixo e um movel, situacéo

gue corresponde a trés vinculos. No caso c) foi usado um engaste, que também re-
presenta trés vinculos. Quando carregada ou submetida a agéo de forcas, o com-
portamento dessa barra muda conforme sua vinculagdo em termos de reagdes,

tens@es, deformacdes etc., mas o equilibrio € possivel em todas as situacoes.

No caso a), o apoio A fixa completamente a barra nesse ponto, mas sua

rotagdo em relac&o ao ponto A nio fica impedida. E necessario acrescentar mais
um vinculo, representado pelo apoio mével em B, capaz de exercer uma forca

vertical (para cima ou para baixo), impedindo o corpo de girar. O esquema é

similar ao caso em que um fio exerce o papel do apoio mével, mas, neste caso,
o fio s6 consegue exercer uma for¢a na barra orientada para cima — ou seja, a
barra s6 ficard em equilibrio se estiver submetida a um carregamento dirigido

para baixo, que traciona o fio.

No caso c), apenas com o0 engaste em A o corpo permanece em equilibrio,

pois ele impede qualquer movimento no apoio A, inclusive a rotacdo. Em conse-
i guéncia, o corpo também n&o se move.



O equacionamento do equilibrio é representado pelas trés equacdes ante-
riormente apresentadas, » F, =0;» F, =0; > M, =0, sendo 0 um ponto qual-
guer do corpo escolhido para a andlise do momento. Como hé trés equacgdes que
regem o equilibrio no plano, pode haver, no maximo, trés incégnitas para que o
problema seja determinado. Normalmente, elas correspondem as forcas exerci-
das pelos vinculos.

Para calcular essas reacdes, desenha-se o DCL da barra e calculam-se
as componentes F, e F, de todas as forcas aplicadas, assim como os momentos
provocados por elas em relacdo a um ponto escolhido, para aplicar nas trés
equacdes de equilibrio. O ponto O, escolhido para calcular os momentos, pode
ser qualquer ponto da barra. Deve-se escolher o ponto mais conveniente, aque-
le que facilita os célculos.

O sistema de trés equacdes e trés incognitas pode ser resolvido pela solu-

cdo simultanea das equaces. No entanto, quase sempre se consegue calcular

as incognitas, resolvendo, isolada e sucessivamente, cada equacao, desde que
ela contenha apenas uma incognita.

Para isso, no caso da equacao de momento, sempre que possivel escolhe-
-se um ponto adequado — ponto de interseccdo da linha de acdo de duas forcas
incégnitas. Por exemplo: no esquema da Figura 3.5a) pode-se analisar o momen-

to em relagdo ao ponto A, pois € nulo o momento provocado pelas forcas R, eR,,

gue passam pelo ponto. Resta, na equacao dos momentos, apenas a incognita

R;. Isso facilita os calculos.

E importante registrar que ndo se obtém uma quarta equacdo de equilibrio
ao fazer o equacionamento do momento em outro ponto, além das trés equacdes
ja utilizadas. Essa outra equacgao sera uma combinacao das anteriores, dependente

das demais, e ndo acrescentard nenhuma informac&o nova. Ou seja, ndo havera

solugdo completa se houver mais de trés incognitas no problema.

Entretanto, apesar de ndo haver uma nova quarta equacéo de equilibrio, é
possivel resolver o equilibrio com outros conjuntos de trés equacdes. As equa-
¢des Y F, =0; ) F, =0;) M, =0 séo classicas, pois exprimem claramente o
conceito do equilibrio e ttm um significado fisico mais definido, como visto no
inicio do item 3.4. Consulte uma bibliografia mais detalhada para entender esse
topico. Sera apenas mostrado outro conjunto alternativo de equacdes, conside-
rando o esquema da Figura 3.6:



Corpo

A

Figura 3.6 Placa vinculada por apoio fixo e moével.

: Sera mostrado que o equilibrio ficard garantido se forem satisfeitas as
i seguintes equagdes:

32&:&
YF, =0;
> M, =0.

: Supondo obedecidas as duas primeiras equacdes, resultara que, se houver
uma forca resultante, ela devera ser vertical e passar por A — pelas imposicdes
das duas equacdes: da primeira, resta que uma possivel forca resultante ndo
tem componente horizontal, ou seja, é vertical, da segunda, que essa forga passa
por A. Como A e B nao estdo alinhados verticalmente, € impossivel existir uma
resultante que também passe por B para satisfazer a terceira equacéao. Ou seja,
somente para for¢a resultante nula é possivel satisfazer as trés equacdes. Assim,
0 corpo estara em equilibrio caso as trés equacgdes sejam satisfeitas.

Problema 3.2 Considere uma barra vinculada conforme esquema da situ-
acédo a) apoio fixo e apoio movel e situacao b) engaste. Calcule os valores das
: reagBes de apoio:

a) b)

: Solucdo: DCL das barras — reacdes de apoio com sentidos arbitrarios
i — desconhecidas:



a.l) Equacdes classicas do equilibrio:
Y F, =0->A,-10-sen50=0—->A, =0,766kN (para direita)
Y My=0—->M,=0-B,-4-10c0s50-2=0—B, =0,321kN (para cima)
ZFV =0—->A,+B,-1-sen50=0— A, =0,321kN (para cima)

Observe que foram analisadas as equac¢des numa ordem em que foi possi-
vel resolvé-las isoladamente, sem precisar resolver o sistema. Nem sempre isso €
possivel.

a.2) Equacobes alternativas:
Y F,=0—->A =0,766kN
> M,=0-B,-4-10-c0s50-2=0—B, =0,321kN
Y M,=0—-A,4+10-c0s50-2=0— A, =0,321kN
b)
ZFX =0—->A,-10-sen50=0— A =0,766 kN (para direita)
ZFy =0—>A,-10-cos50=0— A =0,643kN (para cima)

Y M;=0—->M,=0--10-cos50-2+M, =0 —>M, =1286kN-m
(anti-horario)

Em todos os casos, arbitrou-se um sentido para as incégnitas. Dessa forma,
todas as incOgnitas resultaram em valor positivo, pois 0s sentidos adotados esta-
vam certos. Em caso contrario, o sinal negativo significa que o sentido é o oposto



do arbitrado. Caso esse valor seja usado em outra equacdao ja formulada, dever-
i -se-a considerar o sinal.

Sempre que possivel, em casos mais simples como este, tente acertar o

sentido da incégnita para nao precisar corrigir a resposta.

3.4.4 Estruturas indeterminadas e parcialmente vinculadas

Apesar de necessaria, nem sempre a colocacéao de trés vinculos é suficiente

paragarantiroequilibriodeum corpono plano. Elesdevemestarconvenientemente
dispostos. Para isso, ndo podem resultar em trés forgas concorrentes ou trés for-
cas paralelas. Observe a Figura 3.7, o corpo foi vinculado de diferentes formas,
todas com trés vinculos. Em todos os casos, o corpo fica em equilibrio, exceto
no esquema da Figura 3.7a), quando ha um movimento possivel — translacéo
segundo a direcdo X, caso haja forca aplicada nessa dire¢do. Diz-se que uma

i estrutura plana é isostatica ou estaticamente determinada quando tem trés vin-
culos bem posicionados:

a) b) c) d) &),

AL LR A AN

Figura 3.7 Placa vinculada de diferentes formas.

Se, em qualquer caso, se acrescentar outro vinculo, a estrutura se tornara

estaticamente indeterminada ou hiperestatica, ndo sendo mais possivel calcular
todas as reagfes de apoio apenas pela analise das equagdes de equilibrio. Havera
mais vinculos do que os necessarios para o equilibrio, portanto mais incégnitas do
gue equacoes.

Existem muitas estruturas hiperestéticas na engenharia, ou seja, o fato de

nao se poder calcula-las apenas com as equacdes de equilibrio ndo deve impe-
dir seu uso. Outras equacdes adicionais sdo necessérias para o calculo e séo
geralmente obtidas a partir do estudo da compatibilidade dos deslocamentos,
gue dependem de propriedades fisicas do material e de caracteristicas geomé-
tricas. Esse tema extrapola os objetivos deste livro.

Se, ao contrario, se retirar algum vinculo de uma estrutura isostatica, ela

: se tornara um mecanismo, com vinculag8o parcial e liberdade de movimento.
Tais situacdes ndo deverdo ser usadas na engenharia quando se quiser que a
i estrutura fique em equilibrio.



3.4.5 Corpos com cargas distribuidas

Em diversas situagfes, um carregamento pode ser aplicado de forma dis-
tribuida numa extensao significativa de um corpo. O peso préprio, por exemplo,
esta distribuido ao longo de todo o corpo. Nesses casos, apenas para a andlise
do equilibrio ou dos efeitos externos do carregamento, é possivel substituir esse
carregamento distribuido por uma for¢ca concentrada equivalente, ou seja, que
produz os mesmos efeitos relativamente ao estudo do equilibrio.

Essa forca equivalente deve ter o mesmo valor que a resultante do carre-
gamento distribuido, assim como deve provocar 0 mesmo momento em relacao
a qualquer ponto. Para isso, seu valor deve ser igual a area do diagrama que re-
presenta a carga distribuida, e sua linha de acéo deve passar pelo centro geomé-
trico desse diagrama. Vamos ilustrar para o caso de um carregamento distribuido
uniformemente, representado por um diagrama retangular de for¢a, com valores
constantes ao longo da extensao do carregamento, conforme o Problema 3.3:

Problema 3.3 Calcule as reacdes nos apoios A e B da barra:

ﬁkwm
A B
: \\

! 25m ! 3m !

Solucéo: DCL da barra AB.

Forga concentrada equivalente ao carregamento distribuido.

R=5-3=15kN — ponto de aplica 20 al,5 metro do apoio B:

iR
vy vy v vy 5 KN/m
L r—

AJ!
L\[ 1,5 mTB

25 15 15

Equacbes de equilibrio:
YF =0-5A,=0
Y M;=0->>M,=0-B-55-15-4=0—->B=10,91kN (paracima)

YF =0->A +B-15=0—A, =4,09kN (paracima)



3.4.6 ldealizagao de modelos

Na analise de um problema, é importante estabelecer o modelo de com-

portamento que mais se aproxima da realidade. Até aqui partiu-se de um modelo
pronto para a resolucéo dos problemas sem explicar com detalhes como ele foi
i concebido.

Observe a Figura 3.8, em que se ilustra parte de uma estrutura da cobertura

i de um edificio. Pequenas vigas de aco se apoiam numa viga maior, cujas extre-
i midades se conectam conforme o esquema: a esquerda, ha uma reentrancia na
parede vertical; a direita, a viga simplesmente repousa no topo de outro edificio.

No estudo do equilibrio ou das forgas atuantes nos corpos constituintes

dessa estrutura, € muito razoavel assumir algumas hipéteses simplificadoras vi-
sando a constru¢cdo de um modelo idealizado. O material constituinte — ago, por
exemplo — pode ser considerado rigido, pois apenas pequenos deslocamentos
ocorrerdo sob agéo de cargas.

O apoio na extremidade da esquerda pode ser representado por um apoio

fixo ou rotulado, pois apenas pequenas rotacdes (indesejadas) podem surgir
nesse ponto. Na extremidade da direita, o0 movimento vertical possivel (para
baixo), decorrente da acdo de forcas gravitacionais, estd impedido, mas nédo o
movimento horizontal (desprezando-se 0 atrito) e o giro. Isso corresponde a um
apoio do tipo movel ou rolete. Para uma situacgédo tipica de uso dessa estrutura,
as forcas F aplicadas s&o muito maiores que o peso proprio da viga, de tal forma
gue desprezar o efeito do peso préprio da viga pode ser aceitavel. O modelo
resultante dessa situacao € mostrado na Figura 3.8b):

1, . L4
| | |

a) b)

Figura 3.8 Situacédo real e modelo idealizado.

Problema 3.4 Uma pessoa deve carregar o conjunto de tabuas de peso W

e centro de gravidade em G. Na posicédo mostrada, qual é o intervalo de valores
de 6 (0 a 90°) para que isso seja possivel? Suponha que ela caminha em piso
liso. Despreze o peso da pessoa:



| 1.0m [

0,2 m/

Solucgao: a hipétese de caminhar em chdo liso é hipotética para que possam
ser desprezadas as forgas de atrito, que ndo alteram a resolugéo desse exercicio.
Na verdade, caminhar em chao perfeitamente liso € impossivel.

O DCL da pessoa mostra as forcas externas atuantes:

51




Equacbes de equilibrio:

Y M =0:12-R,-W-(15-cos6+0,2)=0—
—R,=W:(15-cos6+0,2)/1,2

YF, =0:R +R, =W —

—R,=W-W-(15-c0s6+0,2)/1,2=W[1-(15-cos6+0,2)/12]

R, =W (1-15 cos6)/12

Foram usadas apenas duas equacdes de equilibrio — a equacao de forcas

i horizontais ndo acrescenta nenhum dado novo — e trés incognitas: R, R, € 6. Os

valores de R, eR, estdo resolvidos em funcéo de 6.

Sabe-se que as reacdes nos pés da pessoa (Rl eRz) s6 podem ser diri-

i gidas para cima, ou seja, nesse problema ndo é possivel ter valores negativos

: para essas incognitas, pois isso €é fisicamente impossivel. Apenas o valor de R, pode
ser negativo — o0 peso W tende a girar a pessoa no sentido horario. Note que o

valor de R, & sempre positivo. Assim:

R,=W(1-15-c0s6)/12>0—->1-15-cos6 >0 —

—1>15-c0s6 — cos0<2/3—0>48,2°

Problema 3.5 Resolva o problema anterior supondo W = 0,7 kN e conside-

rando o peso da pessoa igual a 0,5 kN atuando no meio de 1 e 2.

Solucgéo:

Y M =0:12-R,-0,7-(15-cos6+0,2)-0,5-0,6 =0 —

—12-R,=105-c0s6+0,14+0,3 >R, =0,875-cos6 + 0,367

(sempre positivo)

3 F, =0:R,+R,=0,5+0,7 >R, =12-(0,875 - cos6 + 0,367)

— R, =0,833-0,875-cos6



Impondo novamente R, >0:c0s0< 0,952 -6 >17,7°.

Observe que essa condi¢do € mais favoravel, pois o peso da pessoa ajuda
a manté-la em equilibrio.

Problema 3.6 Uma prancha de madeira esta apoiada entre dois prédios.
Um garoto esta parado na posi¢do indicada. A prancha se deforma levemente e
fica submetida a distribuicdo de carga triangular nas extremidades, cujos valores
maximos valem w, e w,. Despreze a massa da prancha e calcule os valores de
w, e w,, medidos em N/m:
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Solucédo: o DCL da prancha mostra todas as forcas externas a ela. As re-
sultantes dos carregamentos triangulares passam no centro geométrico do dia-
grama. Para um tridngulo, isso ocorre a 1/3 da extensao do carregamento, em
relac@o aos valores extremos w, e w,. A intensidade de cada uma vale a area
do diagrama:

R, =0,45-w, /2

R, =0,3-W,/2



Equacgbes de equilibrio (desprezando z F, =0, que nada acrescenta):

a) 2 M, =0 (A se localiza no ponto de aplica¢éo da resultante do carrega-

mento triangular)

. Ry+(0,15+3+6+0,10)-700-(3+0,15)=0

R, =238,4N

Substituindo na equacéo obtida anteriormente:

| R, =0,3-w,/2—238,4=0,3-w,/2 - w, =1589 N/m

b) Y F, =R, +R,; =700 >R, = 4616

Analogamente:

' R, =0,3-W, /2 4616=0,45-W, /2 - w, = 2051 N/m

3.5 Andlise de estruturas

Neste item, serdo estudados os casos de equilibrio de corpos ou estruturas

! formadas por varias partes interligadas. Sdo situacdes em que ndo somente se
i pretende limitar a abordagem a analise do corpo como um todo, mas também
calcular as forcas que mantém as partes conectadas entre si.



Relativamente a estrutura inteira, essas forgas séo internas — ocorrem aos
pares e se anulam —, mas séo externas a cada parte tratada isoladamente quando
participam do equacionamento do equilibrio.

Serdo ilustrados esses conceitos com a estrutura da Figura 3.9, ligada ao
solo em A por um apoio fixo e em G por um cabo, conectado a ela em D. Ela é
composta de varias partes, interligadas entre si por pinos de ligagao.

Figura 3.9 Forgas internas numa estrutura composta.

Aqui, serdo considerados apenas os tipos de estrutura em que as partes
sdo ligadas por pinos, por serem ligacbes mais simples. Mas o raciocinio pode
ser estendido a outras situacdes. O pino € uma idealizacdo de uma ligacdo em
gue se impede gque haja separacao das partes (movimento de translacdo), mas
nao se impede o giro relativo entre elas, como uma dobradica.

Numa estrutura estacionaria, tipica da engenharia, esse giro ndo ocorre,
mas o equilibrio se deve aos demais vinculos externos.

Podemaos analisar o equilibrio do guindaste inteiro empregando os conceitos
até agora estabelecidos, com o DCL da Figura 3.9b): as forcas externas sao o




peso levantado pelo guindaste e as rea¢des nos vinculos. As trés incognitas — duas

forcas de reagao no apoio A, A, eAy, e uma for¢a no cabo, T — podem ser cal-

culadas pelo equilibrio do guindaste. As forcas internas que mantém as partes
ligadas nao aparecem no DCL do guindaste.

Observe que se optou por representar o guindaste livre do cabo, isto €&,

sem o cabo, que, nesse caso, representa um vinculo, similar a um apoio movel.

Lembre-se de que um cabo s6 consegue resistir a for¢cas axiais de tracao, de
modo que a direcdo e o sentido da forca que o fio (vinculo) faz no guindaste sédo
conhecidos.

A andlise numérica desse problema seria idéntica caso se considerasse
que o cabo pertencesse ao guindaste, ja que as equacdes de equilibrio seriam
as mesmas. Mas, conceitualmente, o DCL correspondente a essa nova situagao

seria o mostrado na Figura 3.9c), em que aparece a for¢a do solo no cabo, agora

pertencente ao corpo estudado.

Ao separar o guindaste em partes e fazer o DCL de cada parte, as forcas
internas no guindaste passam a ser externas a cada parte, aparecendo em cada
DCL, como se mostra na Figura 3.9d). Nessa representacao, a forga que uma parte
S exerce numa parte Q, no ponto em que estéo ligadas, tem a mesma direcéo e
intensidade, mas sentido contrario a forca que a parte Q exerce na parte S. Sdo

forcas de acao e reacao (Terceira Lei de Newton). Quando da montagem do DCL

das vérias partes do guindaste, esse fato ja deve ser incorporado ao desenho.

A separacao da estrutura, desmembrando-a em suas partes, € importante
para que se possam determinar as forcas em cada uma, ndo se limitando a cal-
cular as reacdes nos apoios da estrutura inteira. Isso € feito para que se possa
dimensionar e projetar cada parte, além dos proprios elementos de ligacao.

O problema é resolvido analisando separada e sucessivamente o equilibrio
de cada parte, para determinar todas as forgcas desconhecidas. Nesse exemplo, o
problema envolve o célculo de quatro forgas internas, além das trés ja calculadas
para a estrutura inteira — reacdes de apoio.

Sempre que possivel, deve-se iniciar a resolucéo do problema por uma parte
gue tenha apenas trés incognitas, para que elas possam ser todas calculadas.
Resultados obtidos numa parte devem ser usados na andlise das outras, ja que

toda forca sempre aparece em duas partes, acdo e reacdo. Ou seja, ndo se

escrevem indiscriminadamente as equacdes de equilibrio de todas as partes, ja
gue, muitas vezes, nem todas serdo usadas, mas de forma seletiva e sequen-
cial, evitando a solucao de sistemas com muitas equacdes.

Na situacdo apresentada ha nove equacdes independentes de equilibrio re-

ferentes ao equilibrio das trés partes distintas. Excluindo as reac¢des de apoio, que



podem ser determinadas pelo equilibrio do guindaste inteiro, restam mais quatro
forcas incognitas a determinar: C,. Cy, B e E. Portanto, sobram equacoes.

No que diz respeito as forcas que aparecem no DCL de cada componente,
genericamente, sempre que uma barra esta ligada a outra por um pino, as forcas
de acdo e reacdo que elas trocam entre si, por meio do pino, tém direcao qual-
quer, pois 0 movimento é impedido nas dire¢des x e y. Nesses casos, se represen-
ta a forca que uma parte faz na outra e vice-versa por um par de forcas-F e F —,

y
componentes de uma for¢ca de dire¢céo qualquer, cujos sentidos ndo se conhecem.
Portanto, devem ser arbitrados.

Deve-se manter a coeréncia de colocar em cada parte letras iguais (mesma
incognita com sentidos opostos para cada par de forcas num determinado pino).
Ou seja, as forcas comuns a dois elementos em contato ttm mesmo modulo e
direcdo, com sentidos opostos. Observe, por exemplo, que, na posi¢éo do pino C,
foram colocadas forcas C e C, nas barras CEF e ABCD com sentidos opostos.
Assim, ndo se adotam valores negativos.

Um eventual sinal negativo obtido na solucdo do problema néo se refere
ao sentido da forca relativamente a um eixo X ou y, mas sim ao sentido arbitrado
inicialmente para aquela forca incognita.

Rigorosamente, as forcas de acdo e reacdo ndo ocorrem entre as partes
ligadas pelo pino, mas entre cada parte e o pino que as conecta entre si. Em um
pino que liga duas partes Q e S, a parte Q exerce uma for¢a no pino, que responde
com uma forga igual de sentido contrario. O mesmo ocorre com a parte S. O que
permite concluir que essas forgcas sao iguais € o estudo do equilibrio do pino
(tente perceber isso fazendo o DCL das partes e também do pino). Ou seja, tudo
se passa como se o par de forcas acdo e reacao ocorresse entre as partes Q e S.

Cuidado especial deve ser tomado quando mais de dois corpos estiverem
conectados num pino, pinos com trés barras ou duas barras ligadas num pino
externo (apoio fixo). Essas situa¢cfes sao mais complexas, ja que nelas ndo ha
um par de forcas de acéo e reacdo, mas trés corpos interagindo.

Finalmente, repare que, na barra inclinada, apenas uma forca de direcédo
conhecida (a prépria direcao da barra) foi representada nas posicdes dos pinos
B e E. Barras articuladas nas extremidades — ligadas por pinos — sem carrega-
mento ao longo do vao sempre terdo essa particularidade. Observe uma barra
genérica com essas caracteristicas mostrada na Figura 3.10:



Figura 3.10 Barras articuladas nas extremidades sem for¢a no vao.

i No estudo do equilibrio dessa barra, pode-se representar no DCL um par
de forcas ortogonais F, eF, em cada pino de duas formas, como na figura. Por
conveniéncia, o segundo caso sera adotado (lembre-se de que uma for¢ca sempre
i pode ser decomposta relativamente a quaisquer dois eixos).

i Estabelecendo a equacéo de equilibrio de momento em relagéo a qualquer
i extremidade, chega-se a concluséo de que as forgas transversais ao eixo da
barra sé@o nulas, restando apenas uma forca axial:

>M,=0-B,},,=0->B,=0->F=0-A =0

barra

Note que isso sO sera verdade caso ndo haja outras for¢as atuantes na bar-

ra. Assim, sempre que aparecer uma barra desse tipo, essa concluséo pode ser

i previamente utilizada, o que facilita os calculos. E como se se estivesse fazendo
antecipadamente o equilibrio da barra.

i Problema 3.7 Calcule as reacdes nos apoios A e C e as for¢as no pino C
da estrutura. Os apoios em A e B séo fixos:

10 kN

P 1,5m
_—

3m

i
1

Solucéo: ha indeterminacado externa, estrutura hiperestatica (dois apoios
fixos): trés equacdes de equilibrio do corpo inteiro e quatro incognitas para
as reacOes dos apoios. Apesar de ndo ser possivel calcular as quatro forgcas de
: reacao, serdo determinadas as reacdes verticais nos apoios:



4m

1,5m

> M, =0--10-3+4,5-B,=0-B, =6,67kN

YF, =0->A +B, -10=0—A, =3,33kN

Prosseguir-se-a fazendo o DCL das duas partes isoladas, desmembrando a
estrutura:

A

Com o DCL da figura da esquerda, barra AC. Voltando a estrutura inteira:

Y F,=0--A +B,=0—>B,=—(-125)=125kN

Ainda se poderia conferir o valor de B, — calculado com a analise do equi-
librio do corpo original — com as equacdes de equilibrio da barra BC:

Y>F =0-»C,-10+B,=0-»B,=10-333 5B, =6,67kN

O mesmo resultado pode ser obtido usando o DCL da figura da direita,
como se mostra a seguir. Nesse caso, ja se parte do fato conhecido de que
a barra AC é do tipo articulada nas extremidades sem carga aplicada no vao.



Entdo, no pino C, a direcdo da forca é coincidente com a direcdo da barra AC,
por conseguinte a reacdo no apoio A também se torna conhecida pela analise
do equilibrio da barra AC. As incognitas C e B, ser&o calculadas pela analise do
equilibrio do trecho BC. As componentes vertical e horizontal da forca C valem
0,936C e 0,351C, respectivamente (pela geometria dada):

EMB =0—--0,936-C-3-0,351-C-4+10-15=0—->C=3,56 kN

(ouc, =125;C, =3,33)

Voltando a estrutura inteira:

. A, -B,=0—A, =-125kN

Observe que as componentes da reacdo em A somadas vetorialmente devem

resultar igual a C (com direcao coincidente a dire¢do da barra AC):

0,

A=C=(125"+3,33?)" =356 kN

Problema 3.8 Repita o problema anterior, acrescentando a for¢a aplicada

no pino C:

Solucéo: estrutura inteira.



c
20 kN 10 kN _

4m

A

1,5m

|
I

Y M,=0--20-4-10-3+4,5-B,=0—B, =24,44kN

YF =0-5A,+B,-10=0—->A, =-14,44kN (para baixo)

DCL das barras separadas:

Barra BC:

ZMB =0—--0,936-C-3-0,351-C-4+10-15-20-4=0

— C=-15,43kN (sentido contrario ao adotado)

Nota: C, =0,351-C;C =0,936-C

Y F,=0-20+0,351.C-B, =0—-B, =
=20+0,351(-15,43) — B, = 14,58 kN

Voltando a estrutura original:




A, +B, =20 A =542kN

Observe que, pelo equilibrio da barra AC, as componentes da reacao em A

somadas vetorialmente devem resultar igual a C — com a dire¢édo da barra AC:

(5,42% +14, 442)0’5 —15,43 kN

Uma davida muito frequente ocorre quando ha forcas aplicadas nos pinos

de ligagédo, como a for¢a horizontal de 20 kN aplicada no pino C. O que fazer
com ela? Considera-la no DCL de qual corpo, j& que ela esta aplicada exata-

: mente na juncéo das duas barras?

Tanto faz representa-la na barra da esquerda ou da direita ou repartida de

i alguma forma entre elas. O resultado final ndo se altera.

Na solugéo apresentada, foi considerada a forca horizontal no DCL da bar-

ra da direita (BC). Caso fosse considerada na barra AC, o resultado seria o
mesmo, mas néo se poderia adotar a simplificacdo de que, nessa barra, a forca

i é conhecida, pois, nesse caso, a barra AC ndo se enquadra mais no esquema
da Figura 3.10 (barra especial).

Refazer-se-a o problema supondo que a for¢a horizontal esteja aplicada na

barra da esquerda (AC), adotando o DCL das barras conforme a figura seguinte,
em que nao se aplicou a analise antecipada da barra AC (ou seja, ndo se consi-

derou conhecida a direcéo da for¢ca em C).

Em cada barra, ha trés equacdes de equilibrio e quatro incognitas, mas

duas se repetem (no pino C), ou seja, ha seis equacdes e seis incognitas no

total. Portanto, o sistema tem solucdo. Além disso, jA se conhecem as duas
i reacdes verticais nos apoios A e B, o que significa que sobram equacdes de
i equilibrio.

Mesmo que ndo se tivesse feito antes o equilibrio da estrutura inteira para

calcular as componentes verticais das reac8es nos apoios, ainda se poderia re-

i solver todas as incognitas. Mas se teria mais trabalho quando se fosse analisar o
i equilibrio de cada parte. Por isso, é sempre interessante fazer o DCL da estrutura
inteira para conseguir calcular o maior nimero possivel de incégnitas nos apoios:



10 kN

O A

o e

Barra AC (usando os valores de A, e B, calculados para a estrutura inteira):
SM =0--A 15-A 4=0——(-14,44)-15-A -4=0

— A =5,42kN
Y F,=0-5C, +20-A,=0—>C,+20-542=0—C, =-14,58 kN
ZFy:O—>Cy+By+10=O+Cy =14,44 kN

BC:
> F =0--C -B,=0-B, =14,58 kN

Assim, todas as forgas resultaram iguais a solucdo anterior. Observe que
no pino C a resultante das for¢cas € igual nos dois casos, tanto para a barra AC
gquanto para a BC.

3.5.1 Sintese da analise de estruturas

Nas estruturas compostas, recomenda-se sempre fazer o DCL da estrutura

inteira para calcular as rea¢des de apoio, quando possivel. A seguinte sequéncia
de procedimentos é indicada:

» Desmembrar a estrutura separando-a nos pinos de ligacdo e fazer o
DCL de cada elemento;

« ldentificar a presenca de barras articuladas nas extremidades sem forcas
aplicadas no trecho. Para elas, devem-se considerar for¢as iguais e opos-
tas nos respectivos pinos, na direcdo da barra. Nao usar sinais negativos.



Na posicdo em que essa barra estiver ligada a outra, colocar uma forca
com a mesma dire¢do, mas de sentido contrario;

* Nos demais elementos, colocar duas forgas ortogonais — sentidos arbi-
trarios — nas posic6es dos pinos, mantendo as mesmas letras para cada
pino e trocando apenas o sentido das for¢as, forcas de ligacdo. Novamen-
te, ndo usar sinais. Nao se esquecer de colocar as forcas aplicadas e as
reacoes (estas ultimas, se ja calculadas, com seus sentidos corretos);

* Na andlise de cada elemento, selecionar a equac¢éo a empregar, evitando
resolver equacdes simultaneas (sistemas). Muitas vezes, uma boa dica é
procurar um ponto para equacionar o momento pelo qual passam todas
as forcas desconhecidas, exceto uma. Valores de incognitas calculados
sao utilizados em outros elementos em que a incognita aparece, respei-
tando-se os sinais;

 Sinais negativos obtidos indicam que o sentido arbitrado no inicio era o
contrario. Quando houver equacfes excedentes, podem-se usa-las para
checar os calculos. Afinal, todas as equacdes devem ser satisfeitas.

3.6 Consideracoes finais

Na analise de um problema de equilibrio de corpo rigido, deve-se idealizar
um modelo (apoios, forcas atuantes etc.). Esquematiza-se o contorno do corpo
isolado a estudar, “livre” de suas restricbes e conexdes, com todas as forgcas atu-
antes: modulo, direcdo e sentido. Valores desconhecidos devem ser representa-
dos por simbolos ou letras apropriados, um sistema de eixos de referéncia auxilia
a identificacdo. Todas as dimensfes importantes para o calculo dos momentos
das forcas devem ser indicadas. O DCL do corpo estard pronto. Este deve ser

sempre 0 primeiro passo na resolugdo dos problemas de equilibrio.

Toda restricao de rotacao e translacdo — em cada direcao — proporcionada
pelos apoios resulta em momento e for¢a aplicada no corpo. Forcas internas
nunca aparecem no DCL, pois ocorrem aos pares, e seus efeitos no estudo do
equilibrio se anulam.

Na aplicacao das equacdes de equilibrio, preferencialmente deve-se orga-
niza-las de forma que cada equacéo fornecga diretamente o valor de uma incog-
nita, evitando a resolucao de sistemas de equacdes. Caso a solucéo resulte num
escalar negativo para alguma incégnita (forca ou momento), isso indica que o

: sentido dessa grandeza €é contrario ao inicialmente assumido no DCL.



UNIDADE 4

Centroides e momentos de inércia






4.1 Primeiras palavras

Nesta unidade, sera calculado e entendido o significado de CG (Centro de
Gravidade), C (centroide) e momento de inércia | de figuras planas. O CG é o
ponto de aplicacdo da forca-peso. O centroide € o centro geométrico. Quando

um corpo é constituido de material homogéneo, o CG coincide com o C.

Num martelo, o centroide ndo coincide com o centro de gravidade. Rela-
tivamente a extremidade do cabo, o centro de gravidade esta mais distante do
gue o centroide, pois o cabo é mais leve. Esse raciocinio vale para corpos tridi-
mensionais, bidimensionais ou lineares. Concentrar-se-4 apenas nos casos de
figuras planas — qualquer secéo transversal de um corpo —, pois a maioria das

aplicagOes ocorre para essa situagao.

O momento de inércia € outra caracteristica geométrica importante de uma
figura plana, muito empregada em diversas formula¢es da engenharia. E definido
sempre em relacéo a algum eixo, calculado por meio da integral do produto de um

elemento de area infinitesimal pela sua distancia ao quadrado até o referido eixo.

4.2 Prohlematizando o tema

O peso € sempre uma forca vertical dirigida para baixo e representa a resul-
tante das forcas de atrac&o exercidas pela Terra sobre os corpos. Por defini¢cdo, o

centro de gravidade é o ponto de aplicacao da for¢a-peso.

Imagine que vocé vai suspender uma placa retangular com um fio. Em que
ponto o fio deve ser fixado a placa para que ela fiqgue em equilibrio? Ao fazer o

DCL da placa, as Unicas forcas que aparecem sdo o seu peso e a forca que o fio
exerce na placa. Foi visto que, num corpo em equilibrio submetido a agédo de
apenas duas forgas, elas obrigatoriamente passam pelo mesmo ponto e tém o
mesmo valor e sentidos opostos. Assim, a linha de acéo do fio tem de passar
pelo CG da placa. Caso contrério, ela ndo ficara em equilibrio, pois a equagéo
de equilibrio de momento ndo pode ser satisfeita. Essa situacdo € ilustrada na
Figura 4.1. Em a), a placa fica em equilibrio; e em b) a placa gira e busca a po-

sicao de equilibrio indicada em c):



*CG

.-
O
0]

Figura 4.1 Placa suspensa por um fio: situacdes a e ¢c em equilibrio.

Imagine também uma régua pléstica sustentada em suas extremidades
pelas suas duas maos. Peca a alguém que aplique uma forga vertical no meio
da régua, observe como ela se deforma. Gire a régua em torno de seu eixo lon-
gitudinal, segurando-a na sua posicéo “em pé”. Repita o procedimento. Ela prati-
camente nao se deforma. Isso ocorre porque, nesse caso, 0 momento de inércia
da régua, relativo ao eixo do centroide, € muito maior que no primeiro caso. A
deformacao varia de forma inversamente proporcional com essa grandeza. Esta
€ uma aplicacao importante do conceito de momento de inércia.

4.3 Centroide de figuras planas

Consulte uma bibliografia mais detalhada para entender como se obtém as
férmulas para calcular o centro de gravidade de um corpo qualquer. Dividindo-o
em elementos infinitesimais, as expressdes sao obtidas igualando-se 0 momen-
to provocado pela resultante da forca-peso — aplicada no CG — com a soma
dos momentos provocados pelas componentes infinitesimais da forca-peso, todos
calculados relativamente a eixos cartesianos previamente estabelecidos como
sistema de referéncia. Lembre-se de que ja foi utilizada essa propriedade ante-
riormente (teorema de Varignon). As expressdes obtidas para eixos retangulares
X e y sao:

P-X, :J.x~dP “.1)

P.ycg:J‘y.dP (4.2)

em que: P = peso do corpo; dP = peso de um elemento infinitesimal, cujo ponto
de aplicacéo € conhecido; X, ey , = coordenadas do centro de gravidade; x ey =
distéancia do CG do elemento infinitesimal até os eixos do sistema de referéncia
adotado, em relacao ao qual se calcula a posicédo do CG.



Caso a espessura do corpo seja constante, e 0 material constituinte seja ho-
mogéneo, os valores do peso ficardo proporcionais as respectivas areas. Assim,

se obtém as expressodes para o célculo do centroide:
A-xC:Ix~dA (4.3)

A-yczjyodA (4.4)

em que: X, €Y. = coordenadas do centroide da secdo; dA = area de um elemen-

to infinitesimal; x e y = idem ao exposto na expressao anterior.

Os limites da integral sdo tais que cobrem toda a figura.

As integrais _[X -dAe _[y -dA s&o conhecidas como momento de primeira or-

dem ou momento estatico da area A em relacao aos eixos y e X, respectivamente.

O centroide sempre coincidira com o centro de gravidade de figuras planas
caso se considere que todas as partes da figura sejam do mesmo material. Na

engenharia, o uso do centroide é mais frequente que o do centro de gravidade.

4.3.1 Calculo do centroide por integragdo

A escolha do elemento infinitesimal de area deve priorizar a facilidade dos
célculos. Caso se trabalhe com um elemento retangular (dx - dy), € necessario
resolver uma integral dupla — duas variaveis. Ao escolher um elemento com
apenas uma incognita, basta uma integracao simples para cobrir todo o dominio.

Exemplificar-se-& com o célculo do centroide de um retangulo, sabidamente

localizado no encontro das diagonais, como ilustrado na Figura 4.2:

y y y
A F 3 A
B B B dx
N\
N\
\
H H dAN | H
dA \
dy Pz N
Ik \
- - I\ -
» X » X I » X

X

Figura 4.2 Procedimentos para calculo do centroide do retangulo.

Inicialmente, se estabelecem os eixos x e y de referéncia, relativamen-

te aos quais séo calculados x e y do centroide. Uma boa pratica é adotar um



sistema de eixos de modo a ter apenas coordenadas positivas — figura situada
: num quadrante positivo.

Para calcular o valor de y_, na escolha do elemento de area infinitesimal, é

conveniente adotar um retangulo de base B e espessura dy — elemento paralelo
ao eixo x —, de tal forma que haja apenas a variavel y na integral. A variavel y da
integral representa a distancia na vertical do CG do elemento até o eixo x. Ela é
definida, pois todos os pontos do elemento genérico distam y do eixo x. Ou seja,
este € um elemento conveniente.

Os limites da integracdo, correspondentes aos elementos extremos, sao

i zero e H: assim, todos os elementos de area somados na integracéo cobrem a
¢ figura:

A-yc=Iy'dA=jy~B-dy=TB~y~dy=B-H2/2
H 0

' com A=B-H—y, =B-H/2/B-H=H/2

Nos casos em que nao se conhece a area:

A=jdA:jB-dy:Tde:B~H
: 0

Analogamente, para o calculo de x, adota-se um retangulo de altura H e

largura dx e repete-se o procedimento. Consulte uma bibliografia mais deta-
i lhada para o célculo de centroide de figuras com formas circulares, em que o
emprego de coordenadas polares é mais conveniente.

Problema 4.1 Calcule a posi¢éao do centroide da area destacada, compreen-

dida pela pardbola e o eixo x dado, calculado relativamente aos eixos cartesianos

i representados:

- <




Solucgéo:

- <

dx

==X

Calculo de x_: tomando um elemento infinitesimal genérico paralelo ao eixo
y:dA=h-dx.

A distancia desse elemento até o eixo y € a variavel x da integral, sendo
definida para cada elemento. Para um elemento genérico identificado pelas coor-
denadas (x,y) da curva dada, ela é igual ao préprio x da curva.

O valor de h varia conforme a posigdo do elemento genérico. Pode-se
escrever h em funcdo de x ou y, sendo mais conveniente fazé-lo em funcéo de
X para manter a integral com apenas uma variavel.

Para um elemento genérico identificado pelas coordenadas (x,y) da curva
dada, a altura h é o préprio valor y da funcéo parabdlica: :

h=y=x

X4

A~xc:jx-dA:_[x-h-dx:_[x-xz-dx:j'xa-dx:7=4
0

A=_[dA=Jh~dx=j.x2~dx=X?3=§—>x
0

=4.3/8—>
3 /

— X, =15uc.

Calculo de y_: tomando um elemento infinitesimal paralelo ao eixo
x:dA=Db-dy.

A distancia desse elemento até o eixo x é a variavel y da integral. Para um
elemento genérico identificado pelas coordenadas (x,y) da curva dada, a distan-
ciay é definida igual ao préprio y da curva. :



; O valor de b varia conforme a posicao do elemento genérico. Para um
elemento genérico identificado pelas coordenadas (x,y) da curva dada, tem-se:

b = (2 - x); cuidado, pois b # x.

b=(2y)
4 25
A-y,=[y-dA=[y-b-dy= jy-(Z—y"'s)'dy:Oj(Zy—y“’)-dy=y2— é

L Ay, =16-128=32-y,=32-3/8 >y =12uc.

. Problema 4.2 Usando a figura do Problema 4.1, calcule o centroide da
figura compreendida pela parabola e o eixo .

Solugéo: calculo de x : a Unica diferenca relativa ao exemplo anterior ocorre
i para a funcdo h(x). Nesse caso, para um elemento genérico identificado pelas
i coordenadas (x,y) da curva dada, tem-se:

h=4-y=4-x?

A~xc:jx-dA:_[x-h-dx:_[x-(4—x2)~dx:j(4x—x3)-dx:2x2—%:4

0

? s 8 16
A:_[dA:Jh~dx=£(4—x2)-dx=4x—%=8—§=?e

— X, =4-3/16 »x, =0,75u.c.

Calculo de y_: novamente a Unica alteracéo se refere ao valor da funcéo b(y):

25

4
LAY =fy'dA=Iy-b-dy=fy-y°'5-dy=fyl5dy=2yT
H 0

L Ay, =1285y,=128-3/16 >y, =2,4uc.



4.3.2 Simetria

Quando uma sec¢ao apresenta um eixo de simetria, o centroide se localiza
nesse eixo. Por exemplo: se o eixo de simetria for um eixo x, para cada elemento

de &rea dA situado a uma distancia y até o eixo de simetria correspondera um

outro elemento de area idéntico, situado a uma distancia —y até o mesmo eixo.

Assim, o momento total de todos os elementos em relacéo ao eixo de simetria,
representado pela expresséo jydA, ser& nulo. Portanto, a ordenada y do centroide,

calculada em relacdo ao eixo de simetria, sera nula, pois é nulo o numerador
da expressao. Ou seja, 0 centroide se localiza sobre o eixo. Uma consequéncia
Obvia € que se¢Bes com dois eixos de simetria tém o centroide posicionado no

encontro desses eixos.

4.3.3 Figuras compostas

Na pratica da engenharia, € muito comum trabalhar com secdo composta,

formada pela composicéo de varias partes “simples” (retangulos, triangulos, semi-
circulos etc.), das quais se conhece a posicao do centroide, calculada por integra-
Gao e posteriormente tabelada. Por isso, a determinacdo do centroide por meio da

integracdo é importante.

A secdo composta pode ser dividida nas partes conhecidas e o procedi-
mento para o célculo do centroide é analogo ao realizado anteriormente, quando

se trabalhou com areas infinitesimais.

Para definir as partes constituintes da figura composta, é necessario que
se conheca — por meio de valores tabelados — o centroide delas, mais precisa-
mente o ponto de aplicacdo da respectiva for¢ca-peso. Deve-se dividir a figura no
menor nimero possivel de partes conhecidas. As expressdes resultantes para o

célculo do centroide sdo apresentadas a seguir:

Axo =Y XA (4.5)

Ay, :zyi A (4.6)

A integral cede lugar ao somatorio, pois ndo ha mais elementos infinitesimais

de area. A quantidade de parcelas somadas corresponde ao numero de partes

constituintes da figura. No caso de haver um buraco de geometria “conhecida”,
ele é considerado como uma &rea negativa, que foi retirada da figura original.



A Figura 4.3 mostra um exemplo de uma figura composta, constituida por
um retangulo e dois tridngulos. Para cada uma dessas partes, se conhece o
respectivo centroide. Para a area A, as distancias y, e x, do centroide C, até
0s eixos x e y de referéncia, que entram no somatoério, estdo representadas na
figura para ilustrar. Para esse exemplo:

AXe =Y XA =X AL+ X, A+ Xy A,
comA=A +A,+A,
Para a direcao y, o procedimento é analogo:

X
-
<

Figura 4.3 Exemplo de figura composta.

Problema 4.3 Calcule a posi¢éo do centroide da figura indicada:

9cm

-

Solucao: inicialmente se estabelecem os eixos de referéncia, relativamente
aos quais o centroide sera calculado. Dividindo-se a figura conforme comentado
no item anterior e aplicando as equacdes 4.5 e 4.6:

X
-
<




Ay =AYy, +A, -y, +A, Yy, =27-6+54-45+18-10
(27 +54+18)-y, =585

Y. =591cm

A-X . =A X +A,-X,+A;-X;=27-8+54-3+18-4
(27 +54+18)-x, =450

X, =4,55¢cm

4.3.4 Qutras aplicacoes

Uma aplicacdo importante do calculo do centroide é a determinacéo do
ponto de atuacédo da resultante de um carregamento distribuido. J& vimos, na
unidade anterior, que esse ponto passa pelo centroide do diagrama represen-
tativo do carregamento. Para carregamentos uniformemente distribuidos em
barras, um diagrama retangular € utilizado para representa-los, pois a inten-
sidade do carregamento ndo varia. Portanto, o ponto de aplicagéo se situa no
meio do carregamento — ver Problema 3.3. Para outros tipos de carregamento,

basta localizar o centroide correspondente ao diagrama que representa o carre-

gamento — ver Problema 3.6.

Outra aplicacéo importante ocorre nas situagdes de corpos submersos em
liquidos incompressiveis submetidos a pressdo da agua, como se mostra no

problema seguinte.

Problema 4.4 Uma comporta retangular de largura igual a 3 m esta rotulada
no ponto A e impedida de girar devido a um pequeno bloco em B. Sabendo que
0 peso especifico da agua vale 10 kN/m?, calcule os valores das forcas exercidas

pela comporta nos apoios A e B decorrentes da a¢do da agua na comporta:



b

Solucéo:

pressdo exercida pela agua: p=y-h=10-h(y =10kN/m®)

para h=3m — p=30kN/m?

para h=6m— p=60kN/m?

forca exercida pela agua: for a=p-largura=p-3 (forca distribuida ao longo da

altura da comporta)

para h=3m— f=90kN/m

para h=6m— f=180kN/m

O DCL da comporta mostra as forcas exercidas pela agua e pelos apoios

A e B. Os sentidos de A e B foram arbitrados:

180 KN/m

Portanto, as forcas decorrentes da acédo da agua correspondem a uma distri-

: buicdo em forma de um trapézio. A resultante ¢ igual & area do trapézio e o ponto
de aplicacdo esta no centroide dele, que pode ser calculado dividindo-o em um re-
tangulo e um triangulo — partes conhecidas. Perceba que o centroide do trapézio

nao pode ser faciimente tabelado.



Outra opgao, que, nesse caso, € mais simples, é tratar o carregamento como
a soma de um carregamento triangular e um retangular, cujos pontos de aplicagéo

e as resultantes sdo conhecidos. Prosseguir-se-a com essa segunda alternativa:

parte retangular: R =270 kN

parte triangular: R = 135 kN

Equacdes de equilibrio da comporta: entre as equacbes possiveis,
escolheu-se:

Z M,=0—-B-15-135-0,5=0—-B=45kN (para esquerda, como arbitrado);

Y F,=0-270+135-A-B=0—A=360kN (para esquerda).

Observagao: no ponto A, a resultante R _nao provoca momento, pois passa

pelo ponto.

Como o problema questiona a forga exercida nos apoios (reacfes das forgcas

calculadas), a resposta € B = 45 kN e A = 360 kN, ambas dirigidas para a direita.

4.4 Momento de inércia

O momento de inércia é uma caracteristica geométrica. No caso de figuras

planas contidas num plano xy, por definicéo, tem-se:

I, = jyz -dA momento de inércia da area A em relacéo ao eixo x 4.7

l, = sz -dA momento de inércia da area A em relagédo ao eixo y (4.8)

Observe que ele resulta sempre um valor positivo — produto de area por
uma distancia elevada ao quadrado. Essas expressdes aparecem frequente-
mente na engenharia, especialmente no célculo de tensdes e deformacdes de

barras submetidas a flexdo — assunto da Unidade 8. Por isso, aprender-se-a

a calcular essa importante propriedade geométrica das figuras.



4.4.1 Calculo por integracao

O procedimento é analogo ao efetuado para o calculo do centroide, alte-

rando-se a expressédo da integral. As variaveis x e y representam a distancia
i do elemento infinitesimal até o eixo em que se calcula 0 momento de inércia.

Relembre, no caso do centroide, que as distancias correspondem ao eixo de

referéncia, relativamente ao qual se situa a ordenada calculada.

Sera ilustrada essa aplicacdo para o caso de um tridngulo genérico calcu-

i lando o momento de inércia relativo a um eixo x que passa pela base do triangulo

i (eixo x), conforme Figura 4.4a). Para o célculo de |, sera escolhido um elemento
de largura b e espessura dy:

i Figura 4.4 Esquemas para o célculo do momento de inércia do triangulo relativo a um
i eixo x que passa pela sua base.

L =[y?-dA

i y = distancia do elemento infinitesimal até o eixo relativo ao qual sera calculado
: 0 momento de inércia;

dA =Db-dy quando dy tende a zero, caso do elemento infinitesimal, a figura corres-
pondente a dA pode ser considerada um retangulo.

O valor de b muda para diferentes elementos, ou seja, € uma funcao que

i varia com x ou Y. Ser& escrita em funcéo de y para manter apenas uma variavel
! na integral. Por semelhanca de triangulos:

b/B=h/H—>b=B-(H-y)/H



Esse é o momento de inércia de um tridngulo qualquer relativo a um eixo x
coincidente com sua base.

Serda calculado o momento de inércia do triangulo em relacdo a um outro
eixo x, também paralelo & base mas que passa pelo centroide do tridangulo, para
observar como ele varia para cada eixo considerado. Nesse caso, a distancia y
da integral se refere a distancia do elemento dA até esse novo eixo X. :

Como visto anteriormente, o centroide do triangulo pode ser calculado por
integracao. Ele se localiza a distancia de 1/3 da altura relativa a sua base.

Tomando o mesmo elemento de area, o procedimento é analogo, exceto
pela distancia do elemento até o eixo considerado e pelos limites da integracéo.

A Figura 4.5 resume esses dados:

Figura 4.5 Momento de inércia de um tridangulo em relagdo ao x que passa pelo centroi- :
de, paralelo a base. :



L1, =[y? dAcomdA=b-dy

Na figura, representou-se dois elementos genéricos, situados acima e abaixo

do eixo y, que tem ordenada positiva y, e negativa y,.

Por semelhanca de triangulos e usando a mesma simbologia do caso

i anterior:

g b/B = h/H

Nesse caso, h=(2H/3)-y ->b=B-(2H/3-y)/H

Essa expressao de h vale para qualquer elemento, inclusive os situados

abaixo do ponto C, situacdo em que y é negativo:

2
ZH
B 2H B % 2Hy’
L =[y? dA==[y? .| = - = [=2 dy-y*.d
=y . y(B j HL 5 dy-y-dy
3
P H _(2H Yy’ y')_2H(8H 4H') [ 2HH H
i B* |3 3 4) 3(81 81 381 4-81
CH [T 1
i B* |3.81 12.81

Esse é o valor do momento de inércia de um triangulo qualquer calculado

em relacdo a um x paralelo a base que passa pelo centroide.

. 4.4.2 Teorema dos eixos paralelos

Demonstra-se que o momento de inércia de uma figura em relacdo a um

i eixo x qualquer é igual ao momento de inércia da figura em relagéo ao eixo x’,
i gue passa pelo centroide da figura somado com o produto da area da figura pela
. distancia entre os eixos x e X’ ao quadrado:

=T +A-d?

(4.9)



Observacao: é usual representar com um traco acima da letra | o momento
de inércia que se refere a um eixo do centroide.

Assim, conhecendo o momento de inércia de uma figura em relacdo a um
eixo que passa pelo seu centroide, € sempre possivel calcular o momento de
inércia dessa figura em relacao a qualquer outro eixo paralelo ao do centroide.

Perceba que, obrigatoriamente, o momento de inércia do lado direito da
equacéo se refere a um eixo do centroide. Ou seja, ndo se podem relacionar os
momentos de inércia de dois eixos paralelos quaisquer, exceto quando um se
refere ao eixo do centroide. Por isso, se calculam e tabelam os valores de mo-
mento de inércia de figuras basicas referentes ao eixo do centroide.

Esse teorema é fundamental para o calculo de momentos de inércia de
figuras compostas, como se mostra a seguir.

4.4.3 Momento de inércia de figuras compostas

Conforme foi apresentado no item 4.3.3, uma area composta é formada pela
associacdo de varias figuras mais simples. Para calcular o momento de inércia
de figuras compostas, sera adotado procedimento similar ao caso do centroide.
Conhecendo o momento de inércia de cada parte constituinte, 0 momento de
inércia da figura composta em relagdo a um eixo qualquer sera a soma algébri-
ca dos momentos de inércia de todas as partes calculadas em relacao a esse
mesmo eixo.

Exemplificar-se-4 para o0 momento de inércia de uma figura composta em
relagcdo a um dado eixo x horizontal. Como a contribuigdo de cada parte se re-
fere a esse eixo X, em que se pretende calcular o momento de inércia da figura
composta, € preciso usar o teorema dos eixos paralelos, pois tem-se tabelado
o valor do momento de inércia de cada figura simples em relacdo ao eixo x do
seu centroide.

Aplica-se o teorema dos eixos paralelos para calcular o momento de inércia
de cada parte em relacao ao eixo x dado. O valor de d na equacéo 4.9 ¢ a dis-
tancia entre o eixo x dado e o eixo x do centroide da parte.

Fazendo sucessivamente para todas as partes e somando as contribui-
¢Oes, obtém-se 0 momento de inércia da figura composta. Caso haja um “vazio”
ou “buraco”, considera-se a parcela negativa (auséncia de area).

Normalmente, o valor do momento de inércia mais importante na engenharia
se refere a eixos que passam pelo centroide dos corpos, que aparecem em diver-
sas formulacdes.



Problema 4.5 Calcule o momento de inércia da figura do Problema 4.3, em

! relacdo aos eixos:

a)eixo x dado;

b) x e y que passam pelo centroide da figura, paralelos aos eixos x e y dados:

9cm

Solucéo: afigura pode ser dividida em trés partes: um retadngulo (A2) e dois

i triangulos (Al e A3), das quais se conhecem a posicéo do centroide e o valor do
i momento de inércia em relag&o aos seus eixos do centroide:

A X

a)calculo de | _(eixo x dado):

Ix = le + Ix2 + Ix3

|, =6-9°/36+27-6° =1093

|, =6-9°/12+54-4,5* =1458 ou 6-9°/3 direto em relacéo & base do

i retangulo

|, =12-3%/36+18-10% = 1809

|, = 4360 cm*



b1) determinag&o do centroide da figura — em relacéo aos eixos dados, con-
siderados como referéncia: esses valores ja foram calculados no Problema 4.3:

Y. =5091cm

X, =4,55¢cm

b2) calculo dos momentos de inércia relativos ao centroide:

Lo =L, +1,+1,
l,=6-9°/36+27-(6-5,91) =121

|, =6-9°/12+54-(4,5-5,91)" = 472
I, =12-3%/36+18-(10-5,91)" = 310
|, =121+ 472+ 310

l, =904 cm*

y =hit Iy2 +Iy3

|, =9-6%/36+27(8-4,271)° =375
|, =9-6%/12+54-(3-4,27)" = 249
|, =3-12°/36+18-(4-4,27)" =145
|, =375+ 249 +145

l, =817 cm?*

ApOs ter calculado o valor de |, poderia ter sido usado o teorema dos
eixos paralelos a figura total para calcular o valor TX. Utilizar-se-4 essa relacao

apenas para conferir a resposta:



l=1, +A-d

436004 +99-5,97

4.5 Figuras contidas num plano yz

Sera destacada, abrindo um item especialmente para isso, a situacdo em
gue se tem uma secdo contida num plano yz em vez do tradicional xy empregado
até agora. Obviamente ndo ha qualquer diferenca, bastando fazer as adapta-
cdes necessérias relativamente as letras empregadas.

A razdo para esse destaque € que na mecanica dos sélidos, tema das
préximas trés unidades, usualmente se trabalha com barras, nas quais a orien-

tacao de eixos adotada é: x para 0 eixo da barra e yz para uma sec¢ao transversal

gualquer da barra, sendo y o eixo vertical e z 0 eixo horizontal. Assim, no que

se refere ao estudo da segéo transversal, vocé vai se deparar, por exemplo, com

expressdes de momento de inércia |, em vez de | . E tudo é absolutamente igual
ao que até agora foi feito, trocando o nome do eixo x por z.

4.6 Consideracoes finais

Nesta unidade, aprendeu-se a calcular centroides e momentos de inércia
de figuras planas. Em ambos os casos, inicialmente determinou-se os valores
dessas caracteristicas geométricas por meio de integragdo numerica, aplicada a

figuras simples ou padrdes. Posteriormente, esses resultados (tabelados) foram

utilizados na determinacéo dos valores de figuras compostas, em que essas

figuras-padrao estdo associadas. Essas caracteristicas sdo fundamentais em

i varias aplicagdes da mecanica aplicada e da mecéanica dos sélidos.



UNIDADE 5

Introdugao a mecanica dos solidos






9.1 Primeiras palavras

Na mecanica dos so6lidos deformaveis, também conhecida como resis-
téncia dos materiais ou mecanica dos materiais, tensdo e deformacao séo duas
grandezas fundamentais. Por meio da andlise da tenséo, é possivel avaliar o
nivel de solicitacdo no interior do corpo. E pela deformacéo, € possivel evitar
grandes deslocamentos.

Entende-se por estrutura todo corpo ou conjunto de corpos agrupados de
modo adequado a fim de suportar todas as solicitagdes: esforgos ativos e reati-
Vos, recalques de vinculos, cargas dinamicas, variacdo de temperatura etc. Os
corpos de uma estrutura sdo chamados de elementos estruturais e sao classifi-
cados em elementos lineares, bidimensionais e tridimensionais.

5.2 Problematizando o tema

Normalmente, estuda-se apenas o elemento linear denominado barra, em
gue uma das dimensdes é bem maior que as outras duas:

Secéao transversal

F (axial i F (axial
(axial) | Eixo da barra | [ (axial)

Figura 5.1 Barra e suas caracteristicas.

A secdao transversal € definida por um corte perpendicular & dire¢édo longi-

tudinal. Nas secdes transversais duplamente simétricas, o CG encontra-se na

intersecdo dos dois eixos de simetria. A trajetdria do CG das infinitas secdes

transversais ao longo do comprimento da barra define o seu eixo, que pode ser

reto ou curvo. A barra prismatica apresenta eixo reto e se¢ao transversal cons-
tante. A forca longitudinal F é axial quando atua no eixo da barra.

5.3 Tensao

Um corte imaginario passando por um plano inclinado divide a barra em duas
partes. O equilibrio das partes separadas € garantido por meio da tenséao total:



Figura 5.2 Tenséo total nos pontos da se¢éo de corte.

forga interna _F
area em que atua P A/cos6

tenséo total =

Tenséo total e suas componentes:

— Gy
— AR
F — F R
P 0 P - +p
Alcos 0 i Alcos 0

Figura 5.3 Parte & esquerda da sec¢éo de corte.

F ~
G, =p-COSO = -c0S0 = N cos’ @ (tens&o normal)

_F
A/cos6

T, =p-Send= -seno = ; -€0s0-send (tensdo de cisalhamento)

A/cos6

9.4 Deformacao

Um corpo se deforma quando a distancia entre dois pontos diferentes varia:

F : \ ~ Apos as deformacdes i >
'
L)

‘ i h [h—Ah Posicao inicial -
I e R Em EE RN R R SR RN R R MR R MR RN R R SR RN SR R R RN R MR R R R M e we wm w w w wm w -l
ACl2 ’ ALl 2
et ]

Figura 5.4 Deformacdes longitudinal e transversal.

~ - - Al
Deformacéo especifica longitudinal: € = T;

~ e Ah
Deformacdo especifica transversal: €, = F;

St.

Coeficiente de Poisson: v=—
€



5.5 Material

Os materiais podem ser classificados segundo diferentes critérios, relacio-
nados com suas diversas propriedades. A seguir, descrevem-se algumas das
principais caracteristicas que um material pode apresentar:

» Homogéneo: tem as mesmas propriedades para todos 0s pontos;

* Isotropico: tem as mesmas propriedades em todas as direcbes para um
ponto;

* Elastico: o corpo recupera as deformacdes ao se retirarem as solicitagoes;
 Elastico-linear: hd uma relacéo linear entre tenséo e deformacéao;
 Ddctil: a ruptura ocorre com grandes deformacdes;

» Fréagil: a ruptura ocorre com pequenas deformacoes.

5.6 Seguranca da estrutura

Ha diferentes formas de estabelecer ou garantir a seguranca de uma es-
trutura. Por exemplo: contra a ruptura do material pode-se empregar o método
das tensdes admissiveis:

Tensao atuante < tensao admissivel;

Tensao admissivel = tensdo de ruptura/coeficiente de seguranca.

Além disso, normalmente é necessario garantir a seguranca relativa a
deformacdo, obtida evitando-se as deformacfes excessivas.

5.7 Consideracoes finais

As grandezas tensdo e deformacdo sdo muito importantes para avaliar
a seguranca de uma estrutura. Por meio de uma barra solicitada axialmente,
sao definidas a tensao total e suas componentes (normal e de cisalhamento) e
as deformacdes especificas (longitudinal e transversal). Além disso, algumas
propriedades dos materiais sdo fundamentais.
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Esforgos solicitantes em estruturas planas

Isostaticas






6.1 Primeiras palavras

Um corpo rigido no plano xy pode ter dois movimentos de translacéo, dire¢cao

longitudinal e transversal — x e y —, € um movimento de rotacao, relativo ao eixo z.

Teoricamente, um corpo rigido ndo se deforma quando solicitado, ou seja, a

posicao relativa dos diferentes pontos ndo varia. Para a verificagdo do equilibrio,

ou seja, para o calculo das reacdes nos apoios que o0 mantém parado, essa apro-
ximagao nao altera os resultados. Relembrando, a vinculagdo do corpo impede

0s movimentos de corpo rigido aplicando forgcas e momentos reativos.

Na verdade, o corpo néo é totalmente rigido e se deforma quando solicitado.
Internamente, surgem tensdes e deformacdes que variam em cada secao, de-

correntes dos esforgos solicitantes.

Esforcos solicitantes sdo esfor¢os internos que resultam das tensbes que
atuam numa dada secgdo. No contexto deste livro, eles séo classificados em
forca normal, forca cortante e momento fletor. Pela Lei de Hooke, a tenséo €

proporcional a deformacao.

6.2 Problematizando o tema

Imagine uma barra no plano xy vinculada nas suas extremidades, com um
apoio fixo e um moével, submetida a um carregamento uniformemente distribuido

em sua extensao, em equilibrio. Ao secciona-la num ponto qualquer e separa-la em
duas partes, obtém-se a secao s. Faz-se o DCL de uma parte — a da esquerda,

por exemplo — e nela aplica-se as equagdes de equilibrio. No DCL se represen-
tam todas as forcas: as ativas anteriormente aplicadas (o carregamento uniforme
que atua nessa parte) e as reativas (reacdo no apoio da extremidade esquerda). :

Falta colocar no DCL a ago da parte da direita, que atua na se¢do em que a
barra foi separada. Estabelecendo as equacdes de equilibrio, percebe-se que elas
SO poderdo ser satisfeitas se surgirem, nessa sec¢ao, for¢as nas diregcbes x ey e

momento em torno de z. Estes séo os esfor¢os solicitantes na se¢ao s.

6.3 Esforcos solicitantes

Considere uma barra em equilibrio, com os esforcos ativos e reativos atuando
no mesmo plano a fim de que ndo ocorra tor¢édo, conforme Figura 6.1. E usual re-

presentar a barra da Figura 6.1 por meio do seu eixo, como indicado na Figura 6.2:



L> r A4 Iﬁr \f\h
E Eixodab N Me
y M _E ixodabarra ____________ N
| F | Y F
X adl
T Vy | ‘Ir Vg
i Figura 6.1 Barra em equilibrio.
=) p(x)
| Iy M
Y < ‘/ N
L_, F oA ( Vel F

Figura 6.2 Barra em equilibrio.

Um corte imaginario na secao s divide a barra em duas partes. Os esforcos

solicitantes internos (N, V, M) resultam das tens@es que atuam na secéo s, que
: surgem em decorréncia das a¢des no corpo, necessarias para a garantia do
i equilibrio. Eles podem ser determinados equilibrando-se uma das partes sepa-
radas pelo corte imaginario, como se mostra na Figura 6.3. Considera-se um novo

corte toda vez que surgir um novo esforco, ativo ou reativo:

P P(X) v

i : W

P
i S M>0 N - forga normal
F (_T v Il > N>0 V — forca cortante
Al A X S| V>0 M — momento fletor
1 I I
£ s F
X N>0 N | Ve 1¢
> O x!
|< | B

i Figura 6.3 Esforgos solicitantes na secdo do corte imaginario.



6.3.1 Convengoes de sinais

N > 0 traciona a parte considerada,
V > 0 gira a parte considerada no sentido horéario;

M > 0O traciona a parte inferior.

6.4 Classificacao da estrutura

» Hipostética: numero de reacdes de vinculos inferior ao numero de equa-

cOes de equilibrio:

\LP
v = n‘%_> F Duas reagdes: (V,, V,)
L { SIB Trés equacdes de equilibrio:
“1 (¥F,=0,%F, =0,3M =0)
W,

Figura 6.4 Estrutura hipostatica.

* Isostatica: nimero de reagdes de vinculos igual ao nimero de equagoes

de equilibrio:
\LP
Y »> o r
L L { oI Trés reagbes: (H,, V,, V,)
Al >|B Trés equacgdes de equilibrio:

(SF,=0, XF, =0, M, = 0)

N, v,

Figura 6.5 Estrutura isostatica.

» Hiperestatica: numero de reagfes de vinculos superior ao numero de

equacdes de equilibrio:

lP

Y } - nd
L L Quatro reagdes: (H,, V,, M,, V)

S|
’ AR >|B Trés equagdes de equilibrio:

( (Fx = 0, TFy = 0, SMi = 0)
HoS fv,

Figura 6.6 Estrutura uma vez hiperestatica.

Neste texto, apenas as estruturas isostaticas sao consideradas.




6.5 Relacoes entre momento fletor M, forca cortante V e carga
. distribuida p

mmﬂ—l"w'rm

f f

l X L1 AX
i 1
AV _ _
R p.AxVh\x SF=0: V-p-Ax=(V+AV)=0  Ax P
y‘[ M (IEE]]. l)MH\M EM =0: M+V-dx—p-AX-AX/2 = (M + AM) = 0
v 0 AM_V AX
— — _p_—
x Va2 ax2 Ax ‘
f—t—

Figura 6.7 Equilibrio de um trecho da barra.

Levando ao limite com Ax tendendo a zero:

AV_dv_ AM_dm_
-0 AX ~ dXx P =0 AX  dXx
Integrando:

V=—p-X+C, € M=V-X+C, =(—PpX+C,)-X+C, =—pX° +C,-X+C,

i Por meio dessas equagdes, é possivel saber a forma dos diagramas de V
e M nos trechos em que a funcao p(x) for continua.

Carga concentrada, p = 0:
V =-0-x+c, constante;
M=-0-x*+c,-X+c, reta.
Carga uniformemente distribuida, p = p,:
V=-p, X+c, reta,
M=-p, X* +c,-X+cC, pardbola.

Das relacdes entre V = am e av =—p resulta:
dx dx



i(d_'\")_dz'\"__ -0
axlax ) a2 P

Assim, ao anular a forca cortante V, o momento fletor M € maximo.

Problema 6.1 Trace os diagramas dos esforcos solicitantes determinando as

respectivas equacdes e os devidos valores numéricos. A forca longitudinal € axial:

6.1 a) 6.1b) 20 kN/m
: 40 kN £
3:0*<Nm | 0 N gummuu
L P
)i 3m R I 4m _T30 kN
[* 4 | I* ¥l
Figura 6.8 Carregamento das barras biapoiada e engastada.
Solucéao:
a) calculo das reacdes:
30 kN - m 40 kN
£ \l/ 60 ;N
Ha .
Y VA VC
| . |4 3m > |4 2m _;I
A B C

Figura 6.9 Esforcos ativos e reativos.

Equacbes de equilibrio:

Y F =0:H,+60=0 (1) e Y F,=0:V,+V,-40=0 (2)

Y M, =0:V.-5-40-3+30=0 (3)

De (1), (2) e (3): H, =—60kN; V, =22kN; V. = 18 kN.

O sinal negativo de H, indica que o sentido inicialmente adotado deve ser

invertido:



30 kN - m 40““\1/

60 kN e . . 60 kN
\‘ [ & [ & )
1‘ 0) (It 1‘
22 kN 18 KN
I: 20 :I: 2 :}
A B C

Figura 6.10 Barra em equilibrio.

i Esforcos solicitantes: sdo determinados equilibrando uma das partes
separadas por cortes imaginarios ao longo da barra. Um novo corte é neces-
sario toda vez que as equacdes forem modificadas, ou seja, toda vez que surgir
um novo esforgo, ativo ou reativo. No caso, sdo necessarios dois cortes:

o 30kN-m—zl%;4>o M >0 P—M
661\22@1 HANED N>0<_6V>Z 18 kN
A" R
Corte (1) " Corte (II)

Figura 6.11 Esforcos dos cortes imaginarios na barra em equilibrio.

Equacdes de equilibrio do corte (l), validas no intervalo: 0 < x <3 m:

> F,=0: N-60=0 N =60 kN constante
> F,=0: V-22=0 V =22 kN constante
> Mg=0:M-22-x+30=0 M=22-x-30kN linear

X=0:M=220-30=-30kN-m;x=3m:M=22-3-30=36 kN-m

Equacbes de equilibrio do corte (ll), validas no intervalo: 0<x’ <2 m:

> F,=0: N-60=0 N=60kN constante
> F,=0: V-18=0 V =18kN constante
> Mg=0: M-18-X"=0 M=18-x’ linear

| X'=0:M=18-0=0 x'=2m:M=18-2=36kN-m



AN —N a
7777 7777
Iy 3m o 2m
A B C
N (kN) 60 60
V (kN) 22 22
18 18
M (kN - m) 30 \ﬁ\l\ o
s
L

Figura 6.12 Diagramas dos esforgos solicitantes.

O momento fletor de —30kN-m na secdo A é consequéncia do momento
externo aplicado. Aproximando da secéo B pela esquerda, valem as equactes
do corte (I), e, pela direita, as equac¢Bes do corte (II). H& descontinuidade da
forca cortante: vg,., = 22 kN, vy, = —18 kN, cuja soma Vg, + Vg, | = 40 kN resulta
na carga transversal aplicada. O momento fletor My, = 36 kN-m(x’ = 2m) ¢ igual 5

Besq

a Mg, = 36 kN - m(x =3 m), pois nao h4 momento externo aplicado na secao B.
Solucéo:
b) 20 kKN/m
ya
g 4
v A 4 b r A 4 !‘F h r A 4 A 4 A J
é ( A
(0 30 kN/m
X <1
Al AL >|B

Figura 6.13 Barra engastada e isostatica.

Esforcos solicitantes: nas barras engastadas e isostaticas, é possivel dispen-
sar o calculo das reag6es adotando a coordenada x’ da extremidade livre para o
engastamento fixo. Apenas o corte (I) é suficiente, e a forca normal N n&o precisa
ser considerada, pois ndo ha forgas longitudinais: :



20X

. 20 kN/m
1 /
M >0 I &
\17 v v v 'vy v Yy vV v
( 3 : N
. 30 kN/m
V>0 v
v ” x'[2 ,_]‘ x'[2 2
| - e =
X X
< B

Figura 6.14 Esforcos do corte ().

nar um terceiro ponto da curva. Inicialmente, procura-se o terceiro valor de x

Equacbes de equilibrio validas no intervalo 0 < x’ <4 m:
ZFy:O: V-20-x+30=0 V=20-x -30 linear
Y M, =0: M+20-x-x'/2-30-X =0 M:—(10-x’)2+30-x’ parabola
x'=0:V=20-0-30=-30kN M:—1O~(O)2+3OO:O;
x'=4m:V=20-4-30=50kN M:—1O-(4)2+304:—40kN-m

Para o momento fletor, como o diagrama é parabdlico, deve-se determi-

’

anulando-se o valor da for¢a cortante (que é negativa, V = —-dM/dx’, pelo fato de
X’ ter sentido contrério ao x adotado na deduc¢éo das relacdes p, V, M). Caso
esse equacionamento resulte em valores de x’ fora do intervalo [0; 4], ou x’'=0
ou X’ = 4 (valores extremos, ja utilizados), adota-se arbitrariamente um valor de

: x'nointervalo 0 < x'< 4 m.,

V=20-x'-30=0 x’ =15 m pertence ao intervalo do corte (I).

Logo, M=-10-(15)° +30-15=22,5kN-m



| am | 30 kN/m
Al g
~
X=15m |
V (kN) 50 I~ [
® C
V=OW ?
\
M (kN/m) 40 22,5
EN /
Yo

Figura 6.15 Diagramas dos esforgos solicitantes.

Exercicio proposto 6.1 Trace os diagramas dos esfor¢cos solicitantes
determinando as respectivas equacfes e os devidos valores numéricos. A
forca longitudinal é axial:

6.1a) 30 kN/m

IR NEN
30kN!mT

ke 40m e N| | 2m Lo1m
¢ e gl

N (kN)
V(kN)na.\ %0 sol [ [ [ [l [I]]]]s0
|415_nk|\‘\'\|\|g\l\ 75 V (kN) o _ _

,é(ﬁ\ M (kN - m) ST ]20
S eV 40I/U9’V

Figura 6.16 Carregamento das barras biapoiada e engastada.

20kN - m

50 kN

6.6 Consideracdes finais

Um corte imaginario separa a barra em duas partes. Ao considerar uma
das partes separadas, tem-se que: a forca normal N equilibra a resultante longi-
tudinal, a forca cortante V equilibra a resultante transversal, e 0 momento fletor

M equilibra 0 momento resultante. Um novo corte € necessario ao surgir um
novo esforco aplicado, e os diagramas dos esforgos solicitantes (N, V, M) séo
tracados respeitando as convencdes de sinais adotadas.







UNIDADE 7

Barras submetidas a forca normal






7.1 Primeiras palavras

Nesta unidade, serdo estudados os casos de barras prismaticas submeti-
das apenas a forcas axiais, que provocam esforco solicitante normal de tracao
ou compressao. Aprender-se-a a calcular a tensdo que surge em decorréncia
desse esforco e os deslocamentos na barra. Além disso, sera introduzida a ana-
lise da segurancga da barra solicitada, especialmente contra a ruptura.

7.2 Problematizando o tema

Para uma barra com forca normal, supde-se que a tenséo tenha distribuicdo
uniforme na area da secdo, igual a forca normal dividida pela area.

Sempre que esté sob tensdo, um corpo se deforma. A Lei de Hooke esta-
belece uma relacgéo linear entre tenséo e deformacéo, que depende apenas do
modulo de elasticidade do material. Como visto anteriormente, o modo como o
material se deforma depende de sua natureza — fragil, ddctil etc. Assim, gene-
ricamente, a Lei de Hooke s6 é valida no regime elastico. Forcas axiais provocam
deslocamentos axiais: alongamento para tracdo e encurtamento para compressao,
calculados pela Lei de Hooke.

Tente segurar uma régua de plastico nas extremidades e estica-la. Vocé
provavelmente ndo percebera que ela se alonga, pois o valor desse alonga-
mento é muito pequeno. Faca o mesmo com um fio de cabelo. Vocé percebera
nitidamente o alongamento.

O que diferencia esses dois casos? Ha duas diferencas importantes: a
tensdo aplicada e o tipo do material, médulo de elasticidade. Para o fio de
cabelo, a tensdo aplicada é muito maior, ja que a area da sec¢éo transversal é
muito menor. Além disso, os materiais tém modulos de elasticidade distintos.

Outro aspecto importante que sera tratado nesta unidade: para a régua,
muito provavelmente vocé ndo conseguira quebra-la, desde que mantenha a di-
recao da forga axial. O fio de cabelo, por sua vez, rompe facilmente. Isso ocorre
porque, no primeiro caso, vocé nado ultrapassou a tensao limite de resisténcia
do material.

7.3 Tensoes e deslocamentos longitudinais

Sao deduzidas as equacdes da tensao normal e do deslocamento longitu-
dinal considerando apenas a influéncia da for¢ga normal.



7.3.1 Tensao normal

Uma barra solicitada por forcas axiais F aplicadas nas extremidades pode

i ser tracionada ou comprimida:

F ! F
X
A ¢ » B
F "
g N= [5-dA
/; A

Figura 7.1 Barra tracionada.

Invertendo o sentido da forca F, a barra é comprimida. Nesse caso, sdo

! consideradas apenas as barras curtas em que n&o ocorre o fendmeno da flam-

bagem, que é uma perda de estabilidade lateral.

Admitindo que todos os pontos da secéo transversal sejam tracionados por

uma tensdo normal ¢ de mesma intensidade, a integral das forcas ¢ - dA na area
A é igual a forca normal N, que, por equilibrio, é igual a F. Nas barras comprimi-
das: N=-F. Nos trechos com N e A constantes, a tensdo normal é determinada
por meio de: ¢ = N/A.

7.3.2 Diagramas tensao x deformacgao

CA CA B
(5 D Ruptura Fo 7 PR
© Patamar de r Ruptura
ot escoamento
o ol A
Material ductil P Material fragil
\a

€

ek

0 ¢=0,002



em que: ¢, = tensdo de proporcionalidade que define o trecho linear; o, = ten-
sdo de escoamento, determinada por uma reta paralela ao trecho linear a partir da
deformacéo convencional € = 0,002; e o, = tensdo de ruptura.

O patamar de escoamento ocorre quando o corpo se deforma sem prati-
camente ser alterado o nivel de tenséo.

No trecho reto do diagrama ¢ - €, 0 material esta no regime eléstico linear e
vale a Lei de Hooke: 6 =E - ¢, sendo E = tgo. modulo de deformagéo longitudinal :
ou moédulo de elasticidade do material.

7.3.3 Deslocamento longitudinal

Admite-se que secdes planas permanecem planas apés as deformacdes:

/ L™
/ ‘-—___—I _____________ -___: F
7 ‘ —>
7] 1 ]
i N i B il i
rd
X dx  Adx
L 1 M e |
I i b ] i |
A¢(x) Ac(e)
e —
¢
Al » B
N F ® F
Ae(x) = DX N- ¢

" E-A A(l) = —
Aé(x) @

Figura 7.3 Deslocamento longitudinal de uma barra tracionada.

Tensdo normal: 6 = N/A.

Deformagéo especifica longitudinal do trecho de comprimento dx:
€ = Adx/dx.

Lei de Hooke: 6 =E - €.

Portanto, N =E- A—OIX; AdX = l -dx.
A dx E-A



x=0; Al(0)=

Al(x) X

N
Integrando, | Adx=|——-dx.
-([ -([ E : A

=z

- X

Em trechos com (N, E, A) constantes: Al(x) =

I'I'I
>

A equacao do deslocamento longitudinal é linear. Logo:

e x=1 AI(I)=£‘—'I=O

z

-0
E.

>

Existindo mais de um trecho com (N, E, A) constantes, é conveniente utilizar

a seguinte notacao:

Al = Al(l) = ,

z

- X

E-

>

gue é o deslocamento longitudinal dos pontos da secao B em relacao a secao A,
sendo | o comprimento do trecho AB.

Problema 7.1 Determine os valores maximos da tensdo normal e do des-

locamento longitudinal sabendo que apenas o efeito das forcas longitudinais,
gue sao axiais, deve ser considerado. Dado: médulo de deformacéo longitudinal
: E=15000kN/cm?:

ANANNANY

80 kN 30 kN I @ I
ce— > 1,6 cm 1,6 cm

2,0cm
1,5m I 1.0m=l: 25m I |<—.>|

A B C D Trecho AC Trecho CD
Vista longitudinal Segoes transversais

Y

Figura 7.4 Barra engastada e isostatica.

Esforcos solicitantes:

A ~ N\
’ 80 kN 30 kN
y — —
7
- an \ m\ ,
]
| 1,5m | 1.0m | 25m
A B C D

Figura 7.5 Cortes imagindrios e coordenada Xx'.



Corte (1) Corte (I1)

Figura 7.6 Esforgos dos cortes imaginarios na barra em equilibrio.

Equacao de equilibrio dos cortes (1) e (ll):

ZFX =0:N-30=0; N=30KkN, valida no intervalo 0< x’ <3,5m;

w
o
l:\'
=

ZFX =0:N-30+80=0; N=-50kN, valida no intervalo 3,5m<x’'<5,0m.

Tensdo normal e deslocamento longitudinal:

o=N ¢ Al(x)zﬁ,
A A

m

equacdes validas nos trechos em que (N, E, A) séo constantes.

A forca normal N muda na secédo B, a area da sec&o transversal A muda na

sec¢ao C, e o mesmo modulo de deformacéo transversal E do material € constante

em toda a barra. Portanto, séo necessarios trés trechos com (N, E, A) constantes:

Trecho AB: A=2,0-16=3,2cm?

- -50)-150
o=2_ 1562 kN/cm? Al = (£50):150 _ -1562-10" cm
3,2 15000- 3,2
TrechoBC: A=2,0-16=23,2cm?
o= _9g38 kN/ecm® Al - 30100 g 550.107 cm
3,2 15000- 3,2
Trecho CD: A=(r-16”)/4=2,01cm’
o==2 _14,92 kN/cm? Al = _30:250__, 488.10" cm
2,01 15000 2,01



Os pontos de todas as sec¢des ao longo do comprimento da barra se deslo-

i cam em relagdo ao engastamento fixo da secéo A. No regime elastico, é possi-
i vel a seguinte superposicéo de efeitos:

Al,. = Al + Al =-1562-10"+6,250-107 = -9,370-10 cm

Al,, = Al +Al, =-9,370-107 + 2,488-10" =1550-10" cm

80 kN 30 kN
e =

AANANNN

A B C D
30 30
N (kN) S
50 O 50
9.38 14.92
o(kN/em’) 9,38| [ @ 14,92
15,62 e 15,62

Al 5= 1,562 - 10~ A/],]/a/ A, =1,550 - 10~
A€ (cm) = '
O
A€ o= 9,370 - 10~

i Figura 7.7 Diagramas: forca normal, tenséo normal e deslocamento longitudinal.

A maxima tensdo normal é a de maior valor em mdédulo entre os trechos

. AB, BC e CD. Logo, 6, = 15,62 kN/cm”.

Conforme o principio de Saint Venant, nas proximidades das se¢fes com

descontinuidade de esforgo ou de secao transversal, ha concentracdo de tensédo

e ndo valem os valores calculados por meio da equagdo ¢ = N/A.

O deslocamento longitudinal maximo é o de maior valor em médulo entre

(AIABv AIA(:’ AIAD)' LOgO! AImé\x = 1’ 562 1 0_1 cm.

Problema 7.2 Determine os valores da forga F sabendo que os valores

i das tensdes normais admissiveis ndo devem ser ultrapassados. Considere ape-
nas o efeito das for¢as longitudinais, que séo axiais. Dados: tensdo normal de

: tragdo admissivel ¢

=100 MPa; e tensdo normal de compressao admissivel

t,adm

c =400 MPa:

c,adm



7
7
; 50 kN
A — F
7
#
#
1,6m 20m
< > >|
Figura 7.8 Barra engastada e isostética.
Esforgos solicitantes:
AN
/ \
#
; 50 kN
e —— —>F
7]
7] A
“ \ ()
(I X
‘_.
1.5m 20m
le >le >
i [
A B C
Figura 7.9 Cortes imaginarios e coordenada x'.
\
N>0 N>0 50 kN F
«— —> «— «— —_
s X 20m
— 5 — :
[ X
I~
Corte (1) X Corte (Il)

Figura 7.10 Esforcos dos cortes imaginarios na barra em equilibrio.

Equacéo de equilibrio dos cortes (1) e (II):

Y F, =0:N-F=0

N = F, valida no intervalo: 0< x’ <2,0m;

Y F,=0: N-F+50=0



N =F — 50, valida no intervalo: 2m< x’ <3,5m.

Valores da forca F: manter o sentido de F indicado na figura significa admi-

tir (F > 0), e, caso contrario, (F < 0).

A tensdo atuante nao deve ultrapassar a tensdo admissivel. Pontos de uma

i determinada sec&o transversal podem ser tracionados (¢ >0) ou comprimidos
(0 <0), sendo possivel levar em conta essas duas situagdes utilizando a funcéo

i modular:

i +0<o

{ <o

i +0<o0o

Trecho AB: |o| = ‘Fz‘—g’o‘ =|0,5-F—25|< 64,

Ponto tracionado (¢ > 0):

=100MPa=10kN/cm*  +(0,5-F-25)<10 F<70kN;

tadm
Ponto comprimido (o < 0):

=400 MPa=40kN/cm*>  —-(0,5-F-25)<40 F=>-30kN.

c,adm
Trecho BC: |o] = ‘l%‘ =0,5556 - F| < 0,4,
Ponto tracionado (¢ > 0):

=100 MPa=10kN/cm*>  +(0,5556-F)<10  F<18kN;

t,adm

Ponto comprimido (o < 0):

. —6<0,,,, =400MPa=40kN/cm®  —(0,5556-F)<40 F>-72kN.
—_SPWWWW&HH*ZO—» F (kN) trecho AB
-72 18
e e e T » F (kN) trecho BC
-30 18
@ifersmeemiii I

> [ (kN) trecho AB n trecho BC

Figura 7.11 Valores da for¢a F.

As tensdes admissiveis ndo devem ser ultrapassadas nos trechos AB e

BC. Da intersecéo dos valores de F nos dois trechos, resulta: -30 kN < F <18 kN.



Problema 7.3 Sem considerar o efeito do peso préprio das barras, de-
termine o valor admissivel da forca P mantendo o sentido indicado na figura.
Para esse valor, calcule o deslocamento vertical do ponto de aplicacdo da forca.
Dados: tensdo normal de tragéo admissivel ¢, ., =180 MPa; tensdo normal de

=450 MPa; modulo de deformacédo longitudinal

t,adm

compressao admissivel o

c,adm

E =15000 kN/cm?; e area da secéo transversal A = 2,0 cm?:

lP barra rigida

N\

EA E,A\ 15m

20m r

20m 40m

¥
1

Figura 7.12 Estrutura composta de barra rigida e barras deformaveis.

"

Célculo das forgas nas barras deformaveis:

P barra rigida

T "]
dJ I,

/ T T
(N
20m 0 barra 2 Lo

X barra 1

L. 2,0 m * 4,0 m N

Figura 7.13 Cortes imaginarios na interligacédo barra rigida e barras deformaveis.
Equacdes de equilibrio — barra rigida:

Y F =0:F-P-F,=0 (7.1)
Y M.=0:F-4-P-6=0 (7:2)

De (7.1)e (7.2): F=15P e F,=0,5P. 113



Esforco solicitante — forga normal:

Barra 1 Barra 2
1F1'1’5P TF2=0,5F’
*' / [ I
s
R |
N>0

l N>0

Figura 7.14 Esforcos do corte imaginario nas barras deformaveis.

Equacéo de equilibrio:

Barra1: ) F, =0:N+F, =0; N=-F =-15P, valida no intervalo 0<y;<2,0m

Barra 2: ZFyzo:N—F2 =0; N=F, =0,5P, valida no intervalo 0<y,;<15m

Valores da forca P: P > 0 para manter o sentido indicado na figura. A tensdo

atuante nao deve ultrapassar a tenséo admissivel:

. Barra 1 |o :‘% =|-0,75-P|< 6,4, P >0, logo c:
| —0<0, 4, =450MPa=45kN/cm’  —(-0,75-P)<45  F<60KN.
| Barra 2 |o| = ‘%‘ =|0,25-P|<o,,, P>0,logoc<O0:
. +0<0,,,=180MPa=18kN/cm’ (0,25-P)<18  F<72kN
—Ooﬂ+mﬂ+uﬂﬂ+um+|-m+u+uﬂ+m+u+?vo—h P (kN) Barra 1
0 72
O HEHHH R e——= [ (kM) Barra 2 0<P<60kN
0 60
——O-HHHHHHHHHHHHHHHHH———————= P (kN) Barra 1 M Barra 2

Figura 7.15 Valores da forca P.



O valor admissivel da forga P é aquele que torna a tenso atuante igual a :

tensdo admissivel. Portanto, P,,,, =60 kN,

Deslocamento vertical do ponto de aplicagéo da forca P:

P=60kN barra rigida
v g Mz
3, s -‘_ﬁj::::-’ p—
Vo agee@Be barra 2 1.5m
20m il barra 1
. 2,0 m . 4,0m N
[ '|‘ "
Figura 7.16 Movimento da barra rigida.
(-90)-200
Barra 1: N=-15-60=-90kN Al = —————=-0,60 cm (encurtamento)
15000- 2,0
1
Barra 2: N=0,5-60=30kN Al, = _30-150 =0,15 cm (alongamento)
15000- 2,0
Por semelhanca de tringulos:
1
o, +0,15 _060+015 5, = 0,975 cm.

6 2

Problema 7.4 Determine o deslocamento vertical do ponto de aplicagéo da

carga desprezando o efeito do peso préprio das barras.

Dados: mddulo de deformag&o longitudinal E=12.500kN/cm?; e area da

secao transversal A=2,0 cm?:



40 kN

I( am F 3m |
> )l

5 Figura 7.17 Barras deforméveis interligadas.

Célculo das forgas nas barras deformaveis

3m 3m
"] ") |
A B Comprimento das
—_— s barras 1 e 2:
Fm barra 1 barra 2 4m {=V42+32 =5m

cosa=4/5=0,8

& y y o B
F F
» ! 7 \( sena=3/5=0,6

y olpa

’ FA(“V F,

o

- C

40 kN

Figura 7.18 Cortes imaginarios na interligagédo né C e barras deformaveis.

Equacbes de equilibrio (n6 C):
) F,=0:F seno.—F, -seno.=0 (7.3)
Y F,=0:F cosa+F,-coso.—40=0 (7.4)

Das equacdes (7.3) e (7.4): F, =F, = 25kN.

Esforco solicitante — forga normal:



Barra 1 Barra 2

" e
O vy

Ty N '

F,=25kN F,=25kN

Figura 7.19 Esforcos do corte imaginario nas barras deformaveis.

Equacéo de equilibrio:

Barra 1: ZFY, =0: N-F =0; N=F =25kN, valida no intervalo 0<y’'<5m

Barra 2: Y F, =0: N—F, =0; N=F, = 25kN, valida no intervalo 0 <y’ <5m

Deslocamento vertical do ponto de aplicacéo da carga:

4m

Figura 7.20 Movimento do né6 C.

Admitindo pequenas deformacdes, o angulo o é aproximadamente o mes-

mo na posicao inicial e apos as deformacodes:

cosazA—lle—lz; 3, = Al = Al,
6p Sp coso Ccosa
_ 25-50 ~0,5¢cm

A - =
1% 12500-2,0

Portanto, &, = 0,5/0,8 =0,625 cm.

Exercicio proposto 7.1 Determine os valores maximos da tens&o nor-
mal e do deslocamento longitudinal sabendo que apenas o efeito das for¢as



longitudinais, que sao axiais, deve ser considerado. Dado: médulo de deforma-
. céo longitudinal E = 12.000 kN/cm?

/ —
5 15 kN ’a 12 kN
b 3 L G,, =18 kN/cm
; 21 i1
7 A¢ . =0,233 cm
L 20m g 20m . 1.0my
~ L T “

Figura 7.21 Barra engastada e isostética.

. Exercicio proposto 7.2 Determine o valor admissivel da forca F mantendo
o sentido indicado na figura. Considere apenas o efeito das forcas longitudinais,

: que séo axiais. Dados: tens&o normal de tracdo admissivel o, ,,, =100 MPa; e
: tens&o normal de compress&o admissivel G aam = 300 MPa:
e 2
gR=2Siom A=20cm’ A=12cm’

/ v

¥

s

s

2

4 F..=10kN

L 2,0 m L

Figura 7.22 Barra engastada e isostética.

Exercicio proposto 7.3 Determine o deslocamento vertical do ponto de
aplicacdo da carga P desprezando o efeito do peso proprio das barras. Dados:
tensdo normal de tragcdo admissivel o, =120 MPa; tensdo normal de com-
pressdo admissivel o ., =400MPa; mddulo de deformacdo longitudinal

i E=12.000kN/cm’; e area da segéo transversal A =15 cm?:

24m o EA P=75kN

S
EAiIM 8=144cm
*

barra rigida

40m 1.0m 4

|
Figura 7.23 Estrutura composta de barra rigida e barras deformaveis.

e




7.4 Consideracoes finais

Admitindo material no regime elastico-linear, valores da tensdo normal e do
deslocamento longitudinal s&o calculados em trechos tracionados ou comprimi-
dos — pecas curtas —, com (N, E, A) constantes. Por superposi¢do de efeitos, é
possivel tragar o diagrama do deslocamento longitudinal e indicar o valor maximo.

Valores das forcas aplicadas sdo determinados respeitando a condicdo
de resisténcia do material, ou seja, a tensdo atuante ndo ultrapassa a tenséo
admissivel.






UNIDADE 8

Flexao de barras de secdo simétrica






8.1 Primeiras palavras

A influéncia do momento fletor é preponderante na flexdo. Sdo deduzidas
as equacdes da tensdo normal e da tensdo de cisalhamento em decorréncia do
momento fletor e da forca cortante, respectivamente. Os esforgos ativos e reati-
vos atuam no plano de simetria da segéo transversal.

Utilizando os esforgos solicitantes € possivel a seguinte classificacdo:

* Flex&o pura: N=0,V=0,M=0;
* Flexdo simples: N=0,V=0,M=0;

e Flexdo composta: N=0,V = 0,M=0.

8.2 Problematizando o tema

Barras fletidas s&o aquelas em que a sec¢édo transversal apresenta momen-
to fletor. Didaticamente, diferenciam-se diversos tipos de flexdo, conforme classi-
ficacdo do item anterior. Para as situacdes mais simples da engenharia, pode-se
dizer que normalmente existe flexdo em barras quando ha forcas aplicadas trans-
versais ao seu eixo.

Voltando ao modelo da régua, uma forca axial aplicada ndo provocou de-

formag&o ou alongamento visivel. Aplicando uma forga vertical no meio da i

régua, apoiada nas extremidades, vocé percebe nitidamente a sua deflexao,
principalmente se ela estiver na posicao “deitada”. As deformacgdes sao visiveis

e decorrem quase totalmente da flexdo — efeito do momento fletor —, embora

haja outras componentes menos importantes que provocam deformacao.

8.3 Tensao normal

Por hipétese, as deformacgdes sdo pequenas, e se¢bes planas continuam
planas ap6s as deformacdes. Na secao transversal de uma barra flexionada,
existem pontos tracionados ¢ >0 e pontos comprimidos ¢ < 0. Logo, devem

existir pontos com ¢ =0 que, na se¢édo transversal, definem a linha neutra (LN).

Considerando as infinitas se¢des ao longo do comprimento da barra, tem-se a

superficie neutra:



e Me <1 M=>0 <0
{1 ) -
B N L -
ey Superficie ;.\x" cdA c = Ky
‘do+ neutra dA
' : c>0
rai ; ' — .
EUIE:;&;% . x y (distancia da linha neutra LN

. ! ao ponto considerado)

Paralela a tgd6 =d6 = AB = DE
secaos r Y

Me  AB=CD

AB=g=Y
CD r

Sl
-

i Figura 8.1 Tensdo normal e deformacao longitudinal de uma barra flexionada.

Lei de Hooke: 6 =E-e=E-(y/r)=(E/r)-y=k-y

Relacédo entre esforco solicitante e tenséo:

N=[c-dA e M=[c-dA-y
A A

Na flexdo pura e na flexdo simples, a forca normal N é nula:

N=[c-dA=M=[k-y-dA=k [y -dA=0
A A A

Mas kz%;ﬁO.Logo,J.y-dA:O.
A

Conclui-se que a linha neutra (LN) contém o CG da secéo transversal:

/ A K <0
Me
C ') §(_ .z‘. §0

1 "“'--..O—:K,Y

1/

O

@
i
—
=

5

X
L |
I |

|

! Figura 8.2 Momento fletor, eixos (y,z) e tens&o normal.



Substituindo 6 =k -y na equacdo do momento fletor:

M:J.(y.dA.yzJ.k.y.dA.y=|(.J.y2 .dA
A A A
Chamando |, = J.y2 -dA de momento de inércia em relagéo ao eixo z:
A

M=k-l,.Logo,k=M/l, e c=

M
LY

Por convengéo, M > 0 traciona a parte inferior da secéo transversal. Como
|, € sempre positivo, orienta-se o sentido y > 0 para baixo. :

8.4 Tensao de cisalhamento

Na flexdo simples, além do momento fletor M, existe a for¢a cortante V que
resulta da tensdo de cisalhamento t. Analisa-se um elemento infinitesimal de
comprimento dx: :

YN
oy

)

(V+dV)>0

M>0C

(M +dM) >0

Y

[/{IT7&

v
/i

Ny

<

%
Figura 8.3 Esforcos solicitantes, tenséo normal e tensao de cisalhamento.
Um corte longitudinal na altura da fibra (j), posicionada a uma distancia y da

linha neutra (LN), divide o elemento infinitesimal em duas partes. Considera-se a
parte inferior: :

Figura 8.4 Tensdes e forcas na parte abaixo da fibra (j).



Admite-se que a tenséo de cisalhamento t, seja distribuida uniformemente

. na érea de corte (b-dx). Assim, F, =1, -b- dx.

Da tensé@o normal s atuando na area A, resulta a forca:

F=[oc-dA= jM-y-dA.

Ainf Ainf "Z

Analogamente, dF = jcs dA = j— y-dA.

Ainf Ainf 'Z

Aplicando a equacgéo de equilibrio de forcas na direcéo longitudinal:

Y F =0:(F+dF)-F,-F=0  F,=dF
Logo, T, b- dx_[— y-dA.
Ainf "Z

Rearranjando, t, —d— M1 J.
Z Ainf

Lembrando que 2—? =V echamando S, = j y - dA de momento estatico da
Ainf

area abaixo da fibra (j) da sec¢éo transversal, obtém-se:

Fazendo dx tender a zero, dt também tende a zero. Pelo teorema de Cau-

chy, as tensdes de cisalhamento sdo iguais em planos perpendiculares, logo

Pdt=1, =

VS,
bl




8.4.1 Momento estatico dos pontos da fibra (j) em relagdo ao eixo z

Em relacdo ao eixo z:

h/2

50= [y

h/2

Figura 8.5 Secao transversal retangular.

b2

b2 b
Sz,abaixo: _[ y: b- dy = (E ’ yz)
y

y b 5
Sz,acima: J ybdy: Ey

~h/2

)

Integrando a &rea abaixo ou acima da fibra (j), resulta 0 mesmo valor com

sinais trocados para 0 momento estatico. O sinal negativo ndo é considerado.

Nos pontos das bordas superior e inferior, h=—-h/2 e h=h/2, 0 momento

estatico € nulo. Nos pontos da fibra do CG, y = 0, 0 momento estatico é maximo.

Na secéo transversal retangular, o diagrama da tens&o de cisalhamentot é

uma parabola em decorréncia do momento estético que varia com y2.

No célculo do momento estéatico para se¢des transversais compostas por re-

tangulos, circulos e tridangulos, a integral pode ser substituida por um somatério:



N

/
i
).

()= [y.dA=£A, Y,

N ™~ n = numero de elementos da area
_— N £a § acima ou abaixo da fibra (j)
S l S A, = area do elemento (i)
el
\;3\‘: v § Y, y, = distancia do cg, ao CG
N N
~
ISSA
A, { N ,
Elemento i

Procs

Figura 8.6 Secdo transversal composta de retangulos.

8.5 Deformacao por flexao

Apenas o efeito do momento fletor € considerado. A posi¢do deformada do

eixo da barra define a linha eléstica ou simplesmente elastica.

Admite-se o deslocamento transversal v > 0 no sentido da parte tracionada

por um momento fletor M > O:

0]
r (raio de V - deslocamenta
curvatura) transversal
0(X) - rotagdo
M. <' = —
e < I I e e
0(x "
—. S— ® elastica

Figura 8.7 Elastica de uma barra flexionada.

Utilizando a Lei de Hooke, escreve-se:

=<

M
E-l

z z

= <<

1
r



Da geometria diferencial:

d*v
1 dx®

~ - ~ 2
Ocorrendo deformacdes pequenas é razoavel desprezar o termo (dv/dx) .
d’v

X2

Assim, :—L=
;

Igualando a curvatura (1/r) obtida da Lei de Hooke e da geometria diferencial:

dv_M

2
dx 1,

A rigidez contra a flexdo (E-1,) € um valor sempre positivo. Os sinais do
momento fletor e da derivada segunda de v(x) devem ser coerentes. De um
M > 0 resulta (dzv/dx2)< 0, e, com um sinal negativo na equacao diferencial,
esse problema é contornado.

Portanto, dz_v = —ﬂ-

dx*  E-l,

Problema 8.1 Para a barra do Problema 6.1, cujos diagramas dos esforgos
solicitantes s&o apresentados na Figura 8.8, pede-se: a) utilizando a secéo trans-
versal (1), desenhe os diagramas da tenséo de cisalhamento e da tensdo normal
nas sec¢des dos esfor¢os solicitantes maximos; b) determine os valores maximos
da tensdo de cisalhamento, da tensdo normal de tracdo e da tensdo normal de
compressao na sec¢ao transversal (l1):

20 KN/m
P rrrYYY Y Y vy .
A Tso KN Secao .
» 4m i transversal (1) 8
A" "B

= X'=15m
” \I\I\I\I\I\C 4
V (KN)
V= O\'\LLIJ 30
N Secéo 20

30 225 transversal (ll)

Iﬁ." 636 (cm)

M (KN = m)

Figura 8.8 Barra engastada e isostatica. 129



Caracteristicas geométricas:

sl 8 @- Z 5 Fi e 1 "
(4) \-\\g“%‘s\ (3) - 4 Jveo=8 m Byens I‘J" =14
= %) = cG yi g=
% 23'-&55}& 8 % (2) 3 :,. 26 elemento 1 & zN,,
(1) = NN (1) =
6 _ 4. 6  (cm) 6 36 (cm) elemento 2

Secao transversal (I) Secgao transversal (lI)

Figura 8.9 Centro de gravidade e fibras das sec8es transversais.

Posicéo do centro de gravidade: o CG da secéo transversal (I) encontra-se

na intersecdo dos dois eixos de simetria. Para determinar o CG da secao trans-

i versal (Il), é conveniente fixar os eixos de referéncia (y,’, z,’) no eixo de simetria.

i Assim, 2., = 0:

y _ACYi+A,y; 154-243:2014 o
” A +A, 15-4+3-20

Momento estético em relacdo ao eixo z: pontos das bordas inferior e

i superior:

(5)-

@4- 2z O
elemento 1

[o:]

i .

= o= cg %
ol . 3 || N P
elemento 1 [+Y 16

8 (M-
3 6

m- L 6

6 4 6 (cm)

(cm)

Secao transversal (1) Secao transversal (I1)

Figura 8.10 Area acima da borda inferior ou abaixo da borda superior.

Chamando a secéo transversal de elemento 1, obtém-se S, (j)=A,-y,. A

distancia y, € nula, pois o (cgl) do elemento 1 coincide com o CG da secado

: transversal. Assim:

Secdo transversal (I): S, (1)=S, (5)=0
Secdo transversal (Il): S, (1)=S,(4)=0

Pontos da fibra (2):



(5)-

=

4)- z O
elemento 1 8
b 8
%ﬂ"“"__g_ :cg‘ CG=CQ
z ]y 8 Z " 120
elemento 1 [#]Y 16
8 (1)-
(M- e 6 36 (cm)
6 4 6 (cm) Mok
H—————+
Secao transversal (1) Secao transversal (ll)

Figura 8.11 Area abaixo da fibra (2).

Secdo transversal (I): S, (2)=A, -y, =4-8-8=256cm’
Secéo transversal (I1): S, (2)=A, 'y, =3-16-8=384cm’

Pontos da fibra (3):

S

4
8 H
SSIE _
N R Ty2=2 yi=6 :
£ g SR [r=e 2036 17
elemento 2/ >'cg1 8
elemento 1 =
6 4 6 (cm) 6 36 (cm)
Secao transversal (1) Secao transversal (Il)

Figura 8.12 Area abaixo da fibra (3).

Secdo transversal (I): S, (2)=A,-y, +A, y,=4-8-8+16-4.2=384cm’
Secéo transversal (I1): S, (2)=A, 'y, =3-20-6 =360 cm®

Momento de inércia em relacdo ao eixo z:

Elemento 1
% Elemento 2 Elemento 3
8 Zs
S I LSS 1
~jcgz: |8 ~jcg: |8
X, \g\ 8 = Z1 cg1 24 @ \“'\"“:“. @ \“%
yz ys
1
8 Y 6 6
- —n
6 4 6 (cm) A
Elemento 1
cg
i Zl& Elemento 2
8
di=-6
CcG =
z 0[5 = " ] ® zfcg [®=®
y 16 15 4
Y2
<!
6 3.8 {Cm) =]

Figura 8.13 Particao das secdes transversais (1) e (II).




Secao transversal (1):
d,=d, =d, =0, pois CG, cg,, cg, e cg, estdo alinhados:

6-8°

+(6~8)-02}+{ o

6-8°

om0 [o

e 4.243
z 12

+(6~8)-02}=5.120 cm*

Secdo transversal (I1):

| - .20°
| g={154 +@5~®~@6f}+{320 +CY2®~§}=BAOOUW
: 12 12

a)Diagramas das tensdes da secdao transversal (1):

Vs =90 kN segéo A
. t()=1(5)=0, poisS,(1)=S,(5)=0

_ 50-256

T(z)abaixo = T( )acima - 4.5120 = 0’625 kN/sz

_ 50-256

(2 = ¥ @)ao = 75 5129 = 196 kN/cm?

T( )=M:0,234 kN/cm?
16-5120
M..sx =—30kN-m=-3,000 kN-cm secédo A
0(1)=ﬂ.12=—7,03 kN/cm?
5120
o(2)= =29 4 234 kN/om?
5120

6(3)=0, poisy(3)=0

-3000
4)= 22220 (L4)= 2,34 kN/cm?
c(4) 5120 (-4)=23 /cm

~ -3000

-3000 ..\ _ ,
132 a(5)= 5120 (-12)=7,03 kN/cm



7,03

5) — 0,625
8
0,234

4) - 1
3) i 8 0,156 ~ 2,34 2,34
2) -
8 0,625
(1) - 7,03
6 4 6 (Cm) )
———— 7 (kN/cm?) o (kN/cm?)

Figura 8.14 Diagramas da tenséo de cisalhamento e tensao normal.

O momento estatico S, (]) sempre é maximo na fibra que contém o CG. No
entanto, a tensdo de cisalhamento t(j) nem sempre é maxima nos pontos da

fibra do CG. Deve-se analisar a relagéo [ S, (j)/b] maxima.

b) Valores méaximos das tens6es da sec¢dao transversal (I1):

Secdo A: Vs =90kN; M, ,, =—30kN-m=-3,000kN-cm

50384

=— """ -10 kN/cm?
3.6400

Toax = T(2)

E suficiente analisar apenas os pontos da fibra (2) que contém o CG, pois
S, (2) € maximo, e b = 3 cm é a menor dimens&o da secdo transversal, tornando

arelagéo [ S, (2)/b] maxima:

o(1)= 3000 16~ 7,50 kN/cn? o(4)= ~3000, (-8) =3,75kN/cm’
6400 6400
3,75
1,0
7,50
T (KN.’CI’T]Z) c (kacmZ)

Figura 8.15 Esboco dos diagramas das tensdes.

Aparentemente, a resposta o, ., =6(4) e o, .., =0(1) esta correta, pois i
as tensdes sdo determinadas com o maximo momento fletor M — se¢do A —nos

pontos das fibras (1) e (4), que sdo os mais distantes do CG. Pelo fato de a



sec¢do transversal ndo ser duplamente simétrica, a se¢do C com M=22,5kN-m
deve ser analisada. Em secéo duplamente simétrica, é suficiente analisar apenas
a secao de maximo momento fletor, pois a distancia y da borda inferior € a mesma
. da borda superior.

Secdo C: V=0, M=225kN-m=2.500 kKN-m

t=0,poisV=0
0(1):@16:5,62 kN/cm?
6400
o(2)= 2250 (-8) =-2,81kN/cm?

6400

oSS )
(2) = -
0 16
(1) =
PO SLI ) e
o (kN/cm?)

Figura 8.16 Esboco dos diagramas das tensdes.

Das sec¢des A e C analisadas, resultam os valores maximos das tensoes:

Tnax = O KN/cm? nos pontos da fibra (2) da segéo A;

T, max = 5,62 kN/cm nos pontos da fibra (1) da seg&o C;

Te. max = 1,90 kN/cm nos pontos da fibra (1) da segéo A.

Em secao transversal ndo duplamente simétrica, deve-se analisar o produto

(M-y) maximo nas sec¢des de momentos fletores maximos.

Problema 8.2 Na secéo B, determine o deslocamento transversal do eixo

das barras (I) e (Il). Despreze o efeito da forga cortante. Dado: rigidez contra a

| flexdo E-1, = 25.000 kN/m?:



Barra (II)

Barra (l)

/20kNIm 15kNl
R RRERERERR RN 4 ‘)
S = | i
. 2m 3m . 3 2m » 1m  S0kN-m
A B c A B C

Figura 8.17 Vinculacao e carregamento das barras.

Célculo das reacgdes: barra (1):

20-51 , 20 kN/m

e, T T

: | TvA v Tvc
" 2,5m - 25m i

2 &

Figura 8.18 Esforcos ativos e reativos.

Equacbes de equilibrio:

YF=0:H,=0  YF =0:V,+V.-20-5=0 (1)
> M,=0:V,-5-20-5-25=0 &)

De (1), (2): V, =50kN e V. =50kN.

Barra (Il): com x’ da extremidade livre para o engastamento fixo, ndo é

necessario calcular as reagoes:

Barra (Il)

Barra (1)
/20I<Nlm 15kNl
YYYYYYYY Yy vy Yy by 4 3 ‘)
Y 3 !
1‘50 kN 0 50 kNT 0 y 50 kN-m
> X 5m " " 3m G
A c A G

Figura 8.19 Corte imaginério nas barras.




Esforgos solicitantes:

20-x/2 20 kN/m

15I<Nl
. M>0
_1'> Mw(?}_‘) 50 kN-m
: e
0 kN v .
> T X2 . X2 (V=0 g V>0 X
X L_. —

A x e
Barra (I) Barra (ll)

F

<

Figura 8.20 Esforcos do corte imaginario nas barras.

O efeito da for¢ca cortante ndo é considerado.

Equacéo de equilibrio — momento fletor:

Barra () =) M, =0:M+20-x-X/2-50-x=0 M=-10-x"+50-x

Barra (Il) —ZMS:02M+15-X’—5O=0 M=-15-x"+50

Barra (1) 20 kN/m 15kN|
QUOIEITNHL e N —
A - .- Te ¢ o & 2 EaS T=~<_ 50kN'm
=0, Vezo Va>0 X"—1V>0
V>0 o 2 - ?__0 2m im
A B cC A B C

Figura 8.21 Linha elastica das barras.

Substituindo o momento fletor M na equacao da linha elastica e integrando

i duas vezes:

Barra (I):

d’v (—10~x2+50.xJ 1

= - -(10-x2—50~x)
dx 25000 25000

3 2
ezd_vz;. 10X__50X_ +C,
dx 25000 3 2

4 3
V= 1 10- X _50.% +C,-X+C,
25000 12 6



Condig¢bes de contorno:

v,=0em x=0e v, =0 em x=5m (por causa dos apoios)

4 3
V, =V L [10-0——50-0—]+Cl-0+c2=0 c,=0
6

AT (0)::25000' 12

4 3
v.=v(5m)=—+ .[10-2 -50.2 |1c,-510=0 c,=4,1667-10°
25000 12 6

Portanto:

4 3
ve—t [10.X _50.X |1 41667107 x
25000 12 6

4 3
v, =v(2m) 1 [#02——aI%J+4J&W{m4-2:&2403m:0ﬁ2mn§

T 25000 | 12

Barra (l1):

2 ~15.(x:
d Z==—[ 15 (x)4—50}= 1 [15- (')~ 50]
dx 25000 25000

»\2
g-dV__1 .F5.“J —50(ﬁﬂ+cl
dx 25000 2

»\3 »\2
Y -15-(X’) —50-(X’) +¢,-(x7)+c,
25000 6 2

Condicdes de contorno: em x=3m, v, =0 e 6, =0, por causa do engas-

tamento fixo:

1 3° 3
vA:v(3m):25000- 15-;—50-7 +¢,-3+¢,=0 (8.1)
2
eA:[ﬂj __ 15-3——50-3 +c¢,=0 (8.2)
dx )|, 25000 2




De (8.1) e (8.2): ¢,=3,3-10° e ¢,=-3,6-10°

Portanto:

L [15 ) g, (X;)Z ] +3,3-10°(x')~3,6-10°

vV =
25000 6
3 2
vB=v(1m)= 1 . 15-1——50‘1— +3,3-10°.1-3,6-10°°
25000 6 2
=-12-10°m
=-0,12cm

O sinal negativo indica que o deslocamento transversal é para cima.

Exercicio proposto 8.1. Desenhe os diagramas da tenséo de cisalhamento

i e datensdo normal para as se¢des dos esforgos solicitantes maximos:

13,40
0,39 ? -
4 *X[e
20 kN | 40 kN/m 8 0,97
Z

oTEn , Sy
e T 4 535 ®|
1 e » 2 6 2 (cm) 13,40

kN/cm? 2
Vista longitudinal Seg&o transversal t(kNfem?) o (kN/em?)

Figura 8.22 Barra biapoiada e isostética.

Exercicio proposto 8.2. Na secao transversal, determine os valores maxi-

i mos da tenséo de cisalhamento, da tens&o normal de tracdo e da tenséo normal
¢ de compresséo:

10 1, =0,62kN/cm?

100 kN
4 l Bl G, s = 6,17 kN/cm?
3 | 20 7,05 kNiem?
1,5m 1,0m Cimax
r—ir—r'-e’-w (cm)
22 2
Vista longitudinal Secao transversal

Figura 8.23 Barra engastada e isostatica.



Exercicio proposto 8.3. Na secéo B, determine o deslocamento transversal
do eixo das barras () e (II). Despreze o efeito da forca cortante. Dado: rigidez
contra a flexdo E-I, = 30.000 kN - m*:

Barra (1) Barra (I1)
—— /15 KN/m
gty div iyt il
s %D 3
I 2m P £ i o 4m +
B c A B
VB =-0,32 VB =16

Figura 8.24 Vinculacéo e carregamento das barras.

8.6 Consideracoes finais

A maxima tenséo de cisalhamento nem sempre ocorre nos pontos da fibra
gue contém o CG, pois € necessario analisar a relacao [SZ (J)/b] maxima. No caso
de secao transversal ndo duplamente simétrica, a pesquisa de valores maximos
da tens&o normal de tracdo e de compressao deve ser feita nas se¢bes de mo-

mentos maximos, positivos e negativos, analisando o produto (M : y) maximo.

Para deduzir a equacao da linha elastica, € necessario adotar uma coor-
denada ao longo do comprimento da barra e respeitar as condi¢ées de contorno

conforme imposicao dos vinculos.
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