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APRESENTACAO

O célculo diferencial e integral foi desenvolvido inicialmente por Isaac Newton!
e Gottfried Leibniz?, de maneira independente. E uma ferramenta essencial e

natural em qualquer curso da area de exatas.

De modo geral, ocupa-se de problemas envolvendo fungdes ou grandezas
continuas, modelando também fenémenos que envolvam dinamicas dependen-
tes de variaveis continuas, como o tempo, por exemplo. Possui aplicagoes em
Fisica, Biologia, Medicina, Economia, Engenharia e outras areas. Alguns exem-
plos de perguntas tratadas pelas técnicas do calculo diferencial e integral sao:
em um ambiente fechado e dependendo da populagao de coelhos nesta con-
tida, qual € o niUmero de raposas existentes? Como o total de chuvas em um
ano afeta a safra de milho em um dado pais? Podemos prever o inicio de uma

crise epilética examinando a atividade elétrica do cérebro?

Esta nota de calculo diferencial e integral foi escritas para alunos do curso
de Bacharelado em Sistemas de Informacdo da UAB-UFSCar. Ela faz uma
apresentacao minima dos conceitos fundamentais do calculo, expondo algumas

de suas aplicacoes.

Uma énfase especial é dada ao estudo de funcdes de uma variavel e de

seus comportamentos, mediante as ferramentas do calculo.

'Sir Isaac Newton (1642-1727) foi um fisico, matematico, astrénomo, filsofo, alquimista e
tedlogo inglés, e é considerado o maior e mais influente cientista que j& se conheceu. A ele é

geralmente atribuida a invengdo do Célculo Diferencial e Integral.
*Gottfried Leibiniz (1646-1716) foi um matematico e filésofo alem&o que desenvolveu indepen-

dentemente de Newton o Calculo Diferencial, introduzindo neste uma notagao bastante interes-
sante e sugestiva. Essa notagao foi amplamente adotada desde a sua publicagao. Leibniz foi um
grande inventor, particularmente prolifico no campo das maquinas de calcular mecanicas.
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Numeros reais e funcoes






O objetivo desta unidade é rever e consolidar alguns fatos elementares sobre o

sistema dos numeros reais e das fungoes.

1.1  Numeros reais

Em um curso de Calculo, € comum encontrarmos varios conjuntos numericos.
Dentre eles, o de maior relevancia € o conjunto dos nimeros reais, pois este
contém numeros em “quantidade suficiente” e possui as “melhores proprieda-
des” para expressar convenientemente as leis do Calculo, e resolver problemas
por meio dessa ferramenta matematica. Mas antes de estudarmos os reais e
conhecermos bem as suas propriedades, devemos seguir o curso da histdria,
examinando primeiro o conjunto dos nimeros naturais, depois o dos inteiros,
e depois 0 dos racionais, sendo que cada um desses conjuntos esta contido
no seguinte. A hierarquia dos conjuntos numéricos encontra-se ilustrada na Fi-
gura 1.1. E importante mencionar que o conjunto dos niimeros complexos, que
contém dentro dele o conjunto dos nimeros reais e todos 0os demais conjuntos
ja citados, apesar de sua grande importancia e de suas inUmeras aplicagoes,
nao sera de interesse imediato para o que pretendemos fazer e, portanto, nao o

estudaremos neste texto.

(Numeros Complexos C: :
2430, % —i?, VT etc. Numeros Reais R: 3
-4, 0,2, m, cos 7, V7~ V3 etc.

(1.7 . R
Numeros Racionais Q:

1 4 97 1937
-8, -3, 0, 3:700> 732

(Numeros Inteiros Z:

-3, -2, -1,0,1, 2 etc.
Numeros Naturais
N: 1,2, 3,4,5 etc.

3
2z etc.

~

Figura 1.1 Hierarquia dos conjuntos numéricos.
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1.1.1  Conjuntos numéricos

O conceito de numero natural surgiu da necessidade de contar objetos, como
os membros de uma familia, os animais de uma criagao, os graos colhidos na
ultima colheita etc., mas o maior avang¢o na abstragdo ocorreu quando nume-
rais passaram a ser usados para representar os numeros. Registros tao antigos
guanto os encontrados em artefatos arqueoldgicos egipcios de 1500 a.C. exibem
hierdglifos representando os nimeros 1, 10 e poténcias de 10 até 1 milhdo. A
forma de numeracao atual, chamada posicional de base 10, foi essencialmente
desenvolvida pelos antigos babilénios, embora os simbolos utilizados para de-
signar os digitos hoje em dia em nada se paregam com os daquela época.

A abordagem tradicional para a definicdo dos numeros naturais sao os axi-
omas de Peano. Faremos isso apenas brevemente neste texto, mas o leitor

interessado podera encontrar mais detalhes, por exemplo, em (? , §0.4).

Seja N um conjunto contendo um elemento particular, o 1, e seja s : N —
N uma fungdo que a cada elemento n de N associa seu sucessor s(n). Os

axiomas de Peano sao estes:

i) s(n) =1, isto é, o elemento 1 ndo é o sucessor de nenhum elemento de N.

i) A funcado s : N — N € injetora, ou seja, cada elemento de N possui exata-

mente um sucessor.

i) Qualquer subconjunto S de N contendo o elemento 1 e também os suces-
sores de todos os seus elementos (isto €, s(n) € S para todo n € S) deve
serigual a N.

A propriedade (iii) serve de base para demonstracdoes utilizando o primeiro principio

da indug&o, ou indugao finita.

Definicao 1.1 (numeros naturais): o conjunto
N={1,2,34,...},

juntamente com a funcao s : N — N definida por s(1) = 2, s(2) =3, s(3) =4, ...
(a funcado que associa a cada elemento o préximo elemento da lista), satisfaz os

axiomas de Peano. Este é chamado conjunto dos numeros naturais.

E importante observar que, conforme a maioria dos autores, nio esta-
mos incluindo o zero no conjunto dos ndmeros naturais, afinal a descoberta

do numero zero e a atribuicdo de um numeral especifico ocorreu somente muito



mais tarde, em cerca de 700 a.C., com os babilonios. Por isso, € comum indicar

0 conjunto dos naturais também por Z., isto é, o conjunto dos inteiros positivos.

Definicao 1.2 (numeros inteiros negativos): o conjunto dos nimeros inteiros

negativos é o conjunto
Z_={..., -4, -3, -2, -1},

formado pelos opostos dos numeros naturais.

Definicao 1.3 (numeros inteiros): o conjunto dos numeros inteiros Z. é a uniao

do zero com os numeros inteiros negativos e positivos, ou seja,
Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} =Z_u {0} UZ,.

Sendo assim, o conjunto dos nimeros naturais € um subconjunto do con-
junto dos numeros inteiros. Estes, por sua vez, formam um subconjunto dos

numeros racionais.

Definicao 1.4 (numeros racionais): o conjunto dos niumeros racionais Q é for-
mado por todos os numeros x tais que x € uma fracao da forma B, na qual os

numeros p e q sdo numeros inteiros e q é diferente de zero, ou seja,
_ _P
Q= x|x-acomp,qu,q¢0 .

Dizemos que 0s numeros racionais sao formados por razées de numeros
inteiros, evitando-se a divisdo por zero. Os antigos gregos acreditavam que
quaisquer quantidades mensuraveis poderiam ser representadas por nimeros
racionais. No entanto, por meio de um artificio geométrico muito simples Hipaso
de Metaponto demonstrou no século V a.C. nao ser esse o caso. Para o espanto
de todos, ele demonstrou a existéncia de niumeros que nao podem ser expressos
como a razao de dois nimeros inteiros. Tais numeros sao, portanto, chamados

ntmeros irracionais. Eis alguns exemplos: v/2, v/3, 1+ %3, m, cos T etc.

Definicao 1.5 (numeros irracionais): o conjunto de todos os nimeros que nao
podem ser expressos como uma fracdo de dois nimeros inteiros € o conjunto

dos numeros irracionais Q°,
Q¢ ={x|x ¢ Q}.

Exemplo 1.1: estao listados abaixo alguns exemplos de numeros racionais e

irracionais.
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Alguns numeros racionais podem ser expressos de muitas maneiras dife-

rentes, algumas até mesmo surpreendentes, tais como:

) 1 3 3.3
; 281011215375:(22480?3 125)3:_”3155:_3/131 =131 Q.

30 = 3,13 = 3,131313131313131313131313... € Q.

1,414213562373095 € Q e 1,414213562373095 € Q. Aqui, assim como no
exemplo anterior, a barra sobre o grupo de algarismos indica que estes se
repetem indefinidamente, de modo que esse numero possui uma quanti-
dade infinita de algarismos nao nulos. Sendo assim, esta bastante claro
que 1,414213562373095 + 1,414213562373095.

Hipaso demonstrou (e podemos seguir seus passos ainda hoje) que o
comprimento da diagonal do quadrado de lado 1 é o nimero irracional v/2.
Escrito na forma decimal, pode-se mostrar que v/2 = 1,414213562373095... €
Q¢. Como este numero ¢é irracional, sua expansao decimal ndao apresenta
blocos repetitivos como no exemplo anterior. De fato, embora ndo seja
uma prova rigorosa, podemos tentar nos convencer disso calculando mui-

tos digitos desse numero:

V2 = 1,4142135623730950488016887242096980785696
7187537694807317667973799073247846210703
8850387534327641572735013846230912297024
9248360558507372126441214970999358314132
226659275055927557999505011527820605715 . ..

O perimetro de uma circunferéncia de raio 1 € o nimero 7. De fato, os gre-
gos ja sabiam que se dividindo o perimetro de qualquer circunferéncia pelo
seu diametro obtemos como resultado o numero 7t. Uma breve expansao
decimal desse numero é 7 = 3,141592653589793 ... Pode ser mostrado que
7t € de fato um numero irracional. Embora essa demonstragao seja muito

interessante, ndo a faremos neste texto. Assim como no exemplo anterior,



podemos tentar nos convencer desse fato calculando muitos digitos:

= 3,14159265358979323846264338327950288419716939
937510582097494459230781640628620899862803482
534211706798214808651328230664709384460955058
223172535940812848111745028410270193852110555
964462294895493038196442881097566593 ...

Existem alguns sitios na Internet nos quais se pode consultar qual é a
posigao adentro do numero 7 na qual se encontra, por exemplo, a data
do aniversario de qualquer pessoa. Talvez o leitor ache divertido conhecer

onde se encontra a sua propria.

f)  Outro nimero notavel e que encontraremos com muita frequéncia ao longo

do nosso estudo do Célculo é o nimero
e =2,7182818284590452353602874 ...,

chamado Numero de Euler. Assim como o numero 7, pode ser mostrado
que e € um numero irracional. No entanto, embora aquele seja facil de
definir (perimetro pelo diametro de qualquer circulo), a definicao rigorosa
deste tera que ser adiada para mais tarde, quando tivermos conhecimen-

tos suficientes acerca das fungdes exponencial e logaritmica.

Juntando-se 0s numeros racionais aos irracionais, formamos o principal

conjunto de nimeros do Calculo.

Definicao 1.6 (numeros reais): o conjunto dos numeros reais R é formado

pela unido dos numeros racionais e irracionais, ou seja,
R=QuQ°.
Observacoes 1.1:

1. Conforme ilustrado na Figura 1.1, temos a seguinte cadeia de inclusdes de
conjuntos numéricos:
NcZcQcR.

Temos também Q¢ ¢ R e Q n Q° = @&, nos quais o simbolo @ denota o

conjunto vazio.
15
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2. Em cursos mais avancados de matematica, € um exercicio rotineiro de-
monstrar que os conjuntos N, Z e Q sao infinitos e possuem todos mesma
quantidade de elementos. Isso equivale a demostrar que Z e Q estao
em correspondéncia biunivoca com N, ou seja, demonstrar que podemos
enumerar seus elementos. Por isso dizemos que estes conjuntos sdo enu-

meraveis.

3. Demonstra-se que os conjuntos Q¢ e R também possuem ambos a mesma
quantidade de elementos, isto €, estdo em correspondéncia biunivoca,
mas nao Sao enumeraveis, pois nao estdo em correspondéncia biunivoca
com N. E espantoso saber que estes contém uma quantidade incomensu-
ravelmente maior de elementos do que N, por isso os matematicos costu-

mam dizer que esses conjuntos possuem a cardinalidade do continuo.

1.1.2 Axiomaética

Até o momento falamos muito, ainda que informalmente, sobre a formacao dos
conjuntos numéricos. No entanto, os nUmeros de nada nos servem sem que
possamos operar (calcular) com eles. O que faremos a seguir € definir as
operacgoes de adicdo e de multiplicacao e estudar suas propriedades. Uma vez
mais, como a definicao rigorosa dessas operacoes esta além do escopo deste
texto, vamos nos contentar em postular a sua existéncia. Em seguida, vamos

estudar algumas das propriedades notaveis dos nimeros reais.

Propriedade 1.1: no conjunto R dos numeros reais estao definidas as operagoes

de adicdo (indicada “+”) e de multiplicacdo ( indicada “”), possuindo as seguintes

propriedades (ou axiomas'):

1) Paratodo a,b € R existe um Unico numero real a+b, chamado somade a e
b, e existe um Unico nimero real a-b, chamado produto de a e b. Dizemos

que R é um conjunto fechado nessas operagoes.

il) As operacdes de adicao e de multiplicacao sao comutativas, isto é, para

todoa,beRvalema+b=b+aea-b=b-a.

iil) As operacdes de adicao e de multiplicacao sao associativas, isto é, para

todo a,b,ceRvalema+(b+c)=(a+b)+cea-(b-c)=(a-b)-c.

iv) A operagao de multiplicagao € distributiva sobre a adigao, isto é, para todo

a,b,ceRvalea-(b+c)=a-b+a-c.

1Um axioma é simplesmente uma afirmacéo cuja veracidade somos convidados a aceitar.



v) Existe um elemento neutro para a adicao, chamado zero e denotado por
“0”. Esta propriedade significa que a + 0 = a, para todo a € R. Do mesmo
modo, existe um elemento neutro para a multiplicagdao, chamado um. Isso

significa que a- 1 = a, para todo a € R. Além disso, 0 # 1.

vi) Para cada numero real a corresponde um Unico nimero real chamado

oposto de a e denotado por —a, tal que a + (-a) = 0.

vii) Para cada numero real a + 0 corresponde um Unico numero real chamado
1 1
=a-—=1.

. 1
inverso de a e denotado por a™' = —, talque a- a~
a a

Os matematicos costumam dizer que o conjunto dos nimeros reais dota-
dos dessas duas operacdes com estas sete propriedades forma um corpo, cha-
mado o corpo dos numeros reais. Assim, quando nos referimos ao corpo nao
estamos pensando apenas nos elementos do seu conjunto, mas também nas
operacoes e nas propriedades acima. Existem muitos outros corpos interessan-
tes na matematica. Se o leitor pensou que Q com a adicao e a multiplicacao
também € um corpo entdao acertou, mas os conjuntos N e Z nao sao corpos.
Sera que o leitor consegue descobrir quais das propriedades acima nao estao
presentes nesses conjuntos?

Observacoes 1.2:

1. O sinal de multiplicacdo costuma ser omitido e escrevemos simplesmente

ab ao invés de a - b, ficando subentendido que ab é o produto de a por b.

2. A Propriedade 1.1(vi) sobre a existéncia do oposto permite-nos definir a
operagao de subtragdo “-”, a saber a—b = a + (-b). Isto é, para subtrair
b de a deve-se somar a a o oposto de b. Analogamente, a Propriedade
1.1(vii) sobre a existéncia de inverso permite-nos definir a operagao de
divisdo “+” do seguinte modo: a +b = ab~'. Ou seja, para dividir a por
b devemos multiplicar a pelo inverso de b, desde que b seja diferente de
zero. Por causa da semelhanca com os numeros racionais, € bastante
natural escrevermos a+b como a razao %, mas aqui devemos ter o cuidado
de observar que a e b ndo precisam ser numeros inteiros, mas podem ser

quaisquer numeros reais com b # 0.

3. Muitas das propriedades familiares dos numeros reais decorrem imediata-
mente da Definicdo 1.1. Por exemplo, para todo a,b € R ndo nulos, vale

(ab)™' = a”'b7!. Isso é bastante facil de se demonstrar: a expressao

17



(ab)~' pede pelo inverso do nimero real ab # 0, digamos x. Entéo x é tal
que (ab)x = 1. Se pusermos x = a~'b~! e observamos que, pela comutati-
vidade, x =b~'a™', logo,

(ab)x = (ab)(b'a N =a(db Na'=ala=aa' =1,

e assim, pela unicidade do inverso, x = a”'b~! tem que ser o inverso de
ab. Os matematicos costumam chamar uma afirmagao cuja veracidade
decorre imediatamente de uma definicdo como uma proposi¢do. Sendo

assim, a afirmacéo (ab)™' = a”'b~' é uma proposicao.

4. Também é rotineiro verificar que vale a lei familiar da adicao de fracdes

para numeros reais
a ¢ ad+bc

—_ g4 — = ,
b d bd
quaisquer que sejam a,b,c,d € R, comb # 0 e d # 0. De fato, usando

apenas a Definicao 1.1 e as observagdes acima, temos:

= ab'+cd’

o'le
Ao

= a(dd™Hb ' +c(bb Ha!
= ad(d'b ) +cb(b'd)

= (ad+bc)(bd)™!
ad + bc
bd

Esta também é uma proposicao, mas preferimos nao usar muitos nomes
complicados nesta unidade. Encontraremos muitas proposigoes interes-
santes ao longo do nosso estudo. Na verdade, a veracidade desta proposigao
depende da veracidade da proposicao anterior (vocé consegue ver onde

foi usada?), mas ainda assim a afirmagao é chamada proposicao.

5. Tal como na observagao anterior, podemos demonstrar (e deixamos isso a
cargo do leitor) que valem:

c a-d-b-c
d  bd

o
o

o'l a
oo
o
(@)

a
b

ol ool e

Exemplo 1.2: dados os nlumeros reais a,r, com rentre -1 e 1 (-1 <r < 1),

entao, é possivel demonstrar que a soma infinita

S=a+ar+arf+ar +arf+ar’ +...



faz sentido e é igual a um numero real. Os matematicos aprenderam a ser
muito cuidadosos com somas infinitas, pois nem sempre elas fazem sentido. Um
exemplo disso é a soma infinita 1+ (-1) + 1+ (-1) +--- Sera que esta soma tem
um valor definido? Pensar a esse respeito € um excelente exercicio de légica.

No caso da soma infinita acima, podemos facilmente calcular o valor de S:

fatore r

S a+ar+arf+ar +art+ar’ +...

a+7 (a+ar+arf+ard+art+..) .

note que isto € o mesmo que S

Desse modo, temos que S =a + 1S, logo S-S = a e, portanto, S = %. Isto faz
sentido porque, em particular v # 1, mas sera que poderiamos dizer 0 mesmo
ser<-1ouser>1? Nao € dificil se convencer de que a soma infinita nao faz
sentido quando r estd em um desses dois intervalos. Em resumo, temos que

vale a seguinte identidade:

a
a+ar+ar2+ar3+ar4+ar5+...=]—, aeR, -T<r<]1.

-T
Problemas 1.1: em cada um dos itens abaixo, verifique se a afirmacao é ver-
dadeira ou falsa e justifique sua resposta.

1T 1 1 1
a) 2:]+§+?+2—3+...=—].

1- 2
2
13 13 13 13 _
b) —=_> 4 212 _0.73=0,131313...
- R T T ) ’
C) ﬁe@c
3/1331m )

d) E correto afirmar que -2 = (\/—2)2 =\/(-2)2=2.

e) V2=1+ !

2+

2+]

2+...

O corpo dos numeros reais possui ainda muitas outras propriedades notaveis.
Por exemplo, existe uma ordem entre seus elementos e, de acordo com essa
ordem, quaisquer dois nimeros reais podem ser comparados, isto &, ou ambos
sao iguais ou um é maior que o outro. Vamos expressar isso formalmente a

sequir.
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Propriedade 1.2: o corpo R dos nimeros reais € um corpo totalmente orde-
nado. No conjunto dos numeros reais introduzimos uma relagao de ordem, cha-
mada menor ou igual “<”, possuindo as propriedades? abaixo. Para todo a,b e

¢ nimeros reais, temos:

1) a<b ou b<a

il) a<b e b<a = a=b

(Leia-se:sea<beb<a, entaoa=">b)
iili) a<b e b<c = a<c
iv) a<b = a+c<b+c

v) 0<a e 0<b = 0<a-b

Aqui o leitor deve ter encontrado o simbolo “=” pela primeira vez neste
texto. Esse simbolo significa “implica” e A = B significa A implica B. Um outro
modo de ler esses simbolos é “se A, entdao B”. Mas o que exatamente isso quer
dizer? Isso quer dizer que a veracidade de A determina a veracidade de B. Por
exemplo, se A € a afirmacao “hoje faz sol” e B é a afirmagao “vou sair”, entao
A = B significa dizer que “se hoje fizer sol, entao vou sair’. Até ai tudo bem,
mas devemos tomar cuidado com afirmacdes do tipo A = B, pois a falsidade de
A nao determina a falsidade de B. Por exemplo, se A for falsa, isto €, “hoje nao
faz sol”, mesmo assim B pode ser verdadeira, isto é, “vou sair” mesmo assim. O
que parece intuitivo e é correto afirmar € que se B for falsa, ou seja, “ndo vou
sair’, entao certamente A também sera falsa, ou seja, “hoje nao faz sol”. Para

resumir, isso significa dizer que “se eu nao sair € porque hoje nao faz sol”.

Os matematicos gostam de dar nomes a todo tipo de afirmagao. Sendo
assim, na sentenga A = B, costumam chamar A de hipdtese e B de tese. Por
exemplo, na afirmacao “se hoje fizer sol, entdo vou sair”, a hipétese € “hoje faz
sol” e a tese é “vou sair”. A veracidade da hipétese determina a veracidade da
tese. Isso é logica, e logica nao € apenas legal, mas é poderosa! Uma vez
estabelecido que a tese é verdadeira, essa veracidade ¢ irrefutavel. Ninguém
mais pode duvidar disso.

A seguir vamos aplicar essa légica a algumas situagoes da prépria ma-

tematica.

2A essa altura o leitor ja deve ter se acostumado com a ideia de chamar essas propriedades
de axiomas.



Exemplo 1.3: consideremos a afirmacao “se a € maior que zero e menor que
b, entdo a média geométrica entre a € b € menor que a média aritmética entre
a e b”. Em simbolos,

hipdtese tese
—_——
0O<a<b = Vab a42—b (1.1)
N——
média geométrica —

média aritmética
Solucdo: se a ou b forem negativos, a desigualdade (1.1) ndo faz sentido. De
fato, para a = -2 e b = 3, temos que Vab = V-6 ¢ R. Porém, se a e b forem

ambos negativos, a desigualdade ndo se verifica. De fato, paraa=-2e b =-3
temos que

5 b
vab:\/g>—z:a; .

Ter feito essa verificacdo nao prova que a desigualdade é verdadeira para os
valores de a e b conforme na hipétese. Uma prova pode ser obtida do seguinte
fato: o quadrado de um numero nao nulo € sempre um numero positivo. O
ndmero v/a - v/b é nao nulo (desde que 0 < a < b), logo seu quadrado deve ser

positivo. Juntando a essa observacao o desenvolvimento do quadrado, obtemos:

0<(Va-vb)Y=va-2v/a-Vb+Vb =a-2/ab+b.

o , . b
Disto é imediato concluir que vV ab < ar

. Portanto, sendo verdadeira a hipétese

, , . +b
0 < a < b também sera verdadeira a tese v ab < a

, € isso completa a prova.

Como ja dissemos, no conjunto dos nimeros reais existe uma ordem e, de
acordo com ela, dados dois numeros reais a e b distintos, temos que ou a < b
ou a > b. Por isso dizemos que R é um corpo totalmente ordenado. Além disso,

0 corpo dos numeros reais possui a seguinte propriedade fundamental:
Propriedade 1.3 (propriedade de Arquimedes): para todo a e b reais, se a é

positivo, existe um ndmero natural n tal que b € menor que o produto de n por
a. Em simbolos,

Va,beR,0<a = dneNtalqueb<n-a.

Essa propriedade é conhecida como Propriedade de Arquimedes e por isso
dizemos que o corpo dos niimeros reais é um corpo arquimediano. E importante

observarmos que a propriedade nao vale se a < 0.

Exemplo 1.4: a partir da Propriedade de Arquimedes, podemos provar algumas

relacdes interessantes entre os numeros naturais e os numeros reais.
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. . 1 . :
Para todo x > 0 existe um numero natural n tal que — < x. A seguinte figura
n

ilustra isso graficamente:

o+
3=
x

Solucdo: considere a = x > 0 e b = 1 na Propriedade de Arquimedes.
Entdo, a > 0 e existe um numero natural ntalque T =b<n-a=n-x.

C . . 1
Simplificando, existe um namero natural n tal que 1 <n-x, ou seja, — < x.
n

Para todo x € R existe um numero natural n tal que n > x. Graficamente:

| |
I I

|
I
X n

»
>

Solugéo: considere a = 1 > 0 e b = x na Propriedade de Arquimedes.
Entao, existe um nimero natural n tal que x =b < n-a = n-1. Simplificando,

para todo numero real x existe um nimero natural n tal que n > x.

A seguir destacamos outra propriedade fundamental dos numeros reais, a den-

sidade dos nimeros racionais.

Propriedade 1.4: o conjunto Q é denso no conjunto R, isto &, entre dois nimeros

reais quaisquer existe sempre um numero racional. Em simbolos:

Va<beR, 3JIreQ talque a<r<b.

Exemplo 1.5:

a)

. . a+b , ,
Mostre que para todo a e b racional, se a < b, entdo 5 € um numero

racional entre a e b. Em simbolos,

b
a+ b<b.

a+
VabeQsea<b = €eQ e acx<

~ a , . .
Solucdo: Como a < b, temos 5 < %, ambos sendo nUumeros racionais.

a+b L, , : .
Logo a sua soma 5 também & um numero racional. Ademais, temos:

a b a+b b b
<-4+ == <=+—=-=b,
2 2 2 2

e

e isso conclui a prova.

Uma consequéncia imediata do item anterior é a de que entre dois nimeros

racionais dados existem infinitos nimeros racionais.



Destacamos agora uma ultima, mas ndo menos importante, propriedade funda-

mental dos nUmeros reais.

Propriedade 1.5: o corpo R dos numeros reais € um corpo completo. Com
completo estamos querendo dizer que o corpo dos reais possui a seguinte pro-
priedade conhecida como axioma do supremo: todo subconjunto ndo vazio e
limitado superiormente A de R possui supremo, isto €, existe 0 menor de todos

os limitantes (também chamadas de cotas) superiores de A. Em simbolos,

V AcR, A+g e UeR talque x<{VxeA,
——
Conjunto nao vazio A é limitado superiormente

JlseR, talque Ve>0, JaecA, a>s-c¢.

s € supremo

E importante observar que o supremo de A ndo precisa pertencer a A.
Quando o supremo s pertence a A, dizemos que s € 0 maximo de A.

De maneira totalmente analoga, existe a no¢ao de infimo de um conjunto
nao vazio e limitado inferiormente A. O infimo & a maior dentre todas as cotas
inferiores de A.

Exemplo 1.6: mostre que A = {x e R [x =1 neN}={1,7,11,..} é limitado,
isto &, A € limitado superiormente e inferiormente. Depois, determine o supremo,
0 maximo (se existir), o infimo, € 0 minimo (se existir) de A.

Solucao: uma representacao grafica aproximada do conjunto A € esta:

ENE
W=
N|—

Aqui, cada marca na reta real representa um elemento de A e embora os numeros
paregcam acumular-se proximos do zero, € importante notar que o zero nao esta
em A.

Agora A é limitado inferiormente, pois existem cotas inferiores, por exem-
plo, —10 < x para todo x € A. Por outro lado, A também é limitado superiormente,
pois existem cotas superiores, por exemplo, x < 10 para todo x € A.

A menor das cotas superiores neste caso € 1, logo 1 é o supremo de A.
Como 1 € A, nesse caso 0 supremo também & o maximo.

A maior das cotas inferiores de A € 0, logo 0 € o infimo de A. De fato, dado
e > 0, existe um numero natural n tal que 1 € A com 1 <0+ ¢. Ademais, como

0 ¢ A, temos que A nao possui minimo.
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Exemplo 1.7: o conjunto B = {x € Q | x? < 2} tem as propriedades abaixo.

1. B € limitado superiormente por 2.

Solugao: seja x € B arbitrario. Temos dois casos a serem considerados:

e Casol:sex<0 = x<0<v2<2

« Caso2:sel0<x ex?<2 = 0<x=Vx2<2<2

Portanto em ambos os casos concluimos que x < 2 para x € B.

Isto mostra que B é um conjunto limitado;
2. \/2 é também uma cota superior de B pelo item acima;
3. Veja que V2 ¢ B;

4. Verifique que v/2 é o supremo de B em R.

1.1.3 Intervalos

Certos tipos de subconjuntos de R aparecem com muita frequéncia neste texto.

Sao os intervalos de R.

Definicao 1.7 (intervalo): seja a,b € R com a < b. Um intervalo é qualquer

subconjunto de um dos tipos relacionados abaixo:

* Intervalos abertos:

Ja,b[ = {xeR|a<x<b},
]-o0,a] = {xeR|x<a},
la,+oo[ = {xeR|a<x},
]—oo,+c>o[ = R.
* Intervalos fechados:
[a,b] = {xeR|a<x<b},
]-o0,a] = {xeR|x<a},
[a,+o0] = {xeR|ac<x}.



* Intervalos semiabertos e semifechados:
Ja,b] = {xeR|a<x<b},
[a,b] = {xeR|a<x<b}.

Problemas 1.2: determine se as afirmagdes abaixo sdo verdadeiras ou falsas e

justifique sua resposta.

a) Ainequacao 3 >5 éequivalentea 3x-1>5(x+2)?

X +
b) Sel=[0,2]e]J=[-1,1[,entaoIn]=[0,1]?
C) ]-oo,7[ ndo possui infimo, mas tem 7t como supremo?

d) {xeR|7<5x+3<9}tem infimo 2, mas ndo minimo?

e) ]%,g]z{xeR|7<5x+3s9}?

f) xe]-o00,-32[U]-7,+oo[ & solugdo da desigualdade
X <5, x+-77
X+7

g) {(xeR|0<(x+5)(x=3)}=]-00,-5[ U ]3,+00[?
1.2 Funcoes

Nesta secao destacamos alguns conceitos basicos sobre fungdes reais a valores

reais.

1.2.1 Definicbes

Definicao 1.8 (funcao): sejam A e B subconjuntos nao vazios de R. Uma
fungéo real f a valores reais é uma regra que a cada elemento x € A faz cor-

responder um Unico elemento f(x) € B. Em simbolos, escrevemos:
f:A - B
x = f(x)
» O conjunto A € o dominio de f e este € denotado por Dom(f);
» O conjunto B é o contradominio de f;
» O conjunto Im(f) = {f(x) € B | x ¢ Dom(f)} é a imagem de f;

+ O conjunto de todos os pares ordenados da forma (x, f(x)), tal que x per-

corre o dominio de f, é o grafico de f, isto é,

Graf(f) = {(x, f(x)) € R* | x e Dom(f)}.
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1.2.2 Exemplos

Exemplo 1.8: fungcdao mddulo (ou valor absoluto).
A funcdo modulo é definida por
>0
f(x) _ ‘X‘ _ Xy se X s
-x, se x<0.

Esta associa a cada x € Dom(f) = R seu valor absoluto |x| > 0. Seu grafico esta
ilustrado na Figura 1.2.

Assim, a imagem de f € Im(f) = [0, +oo[.

Logo, a representacao grafica de f € dada pela uniao de duas semirretas:

Graf(f) = {(x,y) [y =xex20}u{(xy) [y=-xex<0}

semirreta semirreta

Yy f(x) = [x]

Figura 1.2 Grafico da fungdo maddulo.

Exemplo 1.9 (funcao raiz quadrada): A funcao f definida por f(x) = /x e seu
grafico esta ilustrado na Figura 1.3. A fungao raiz quadrada possui as seguintes

propriedades:
* Dom(f) = [0, +oo[= Im(f);

f(x?) = VX% = |x|;

« Se0<a<b,entdo f(0) =0<f(a) = /a<vb=1(b). Isso quer dizer que f
€ uma fungao crescente e nao negativa;

« Quando x se aproxima de zero, /x se aproxima mais lentamente que x,
isto e,
0<x<1l = x<yx<1;

« Quando x cresce, \/x também cresce, sendo que o crescimento de /x é

mais lento que x, isto €,

T<x = T<yx<x.



Figura 1.3 Grafico da funcao raiz quadrada.

Exemplo 1.10: a funcao de 1° grau (ou fungao afim). Uma fungao de 1° grau é
da forma
f(x) = ax + b,

e associa a cada numero real x 0 nimero real ax +b, no qual a € b s&o numeros
reais fixos e a # 0.

O dominio de f € Dom(f) = R. A imagem de f &€ Im(f) = R. O grafico de f
€ uma reta com coeficiente angular a que corta o eixo x (“eixo das abscissas”)

emx = —g e corta o eixo y (“eixo das ordenadas”) em y = b. Ou seja,

y=f(x) = Graf(f)={(x,y)eR*| y=ax+b .

equacao da reta

Vx
NN
a

Figura 1.4 Gréfico da fungdo afimy = ax + b.
Exemplo 1.11: a funcéo linear®. Uma funcéo linear é da forma
f(x) = ax.

Esta associa a cada x € R = Dom(f) o numero real ax. Assim, a imagem de f
€ Im(f) = R (desde que a # 0). Logo, a representacao grafica de f € uma reta

com coeficiente angular a e passando pela origem do sistema de coordenadas

3Se a + 0, entdo f é um caso particular de fungéo de 1° grau no qual b = 0.
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formado pelos eixos x e y:

Graf(f) = {(x,y) e R?| Yy =ax }.
—
equacao da reta

A funcdo linear esta ilustrada na Figura 1.5. E importante observar que o grafico

da fungao linear sempre passa pela origem.

Y
A

ax -+

Figura 1.5 Grafico da fungao linear y = ax.

Exemplo 1.12: A fungao identidade*. A funcéo identidade ¢ da forma
f(x) =x

e associa a cada x € R = Dom(f) 0 mesmo namero real x. Assim, a imagem de
f & Im(f) = R. Logo, a representacao grafica de f € a reta bissetriz do angulo

formado pelos eixos x e y. Ou seja,

Graf(f) = {(x,x) | x e R} ={(x,y) | y=x  }
——
equagao da reta

O grafico da funcgao identidade esta ilustrado na Figura 1.6.

Exemplo 1.13: A funcéo constante®. Uma fungéo constante é da forma
f(x)=b

e associa a cada x € Dom(f) = R sempre um mesmo numero real b. Assim,
a imagem de f € Im(f) = {b}. Logo, a representacao grafica de f € uma reta

paralela ao eixo x, passando pelo eixo y em y = b. Ou seja,

Graf(f) = {(x,b) [x e R} = {(x,y) | y=b .
—
equagao da reta

O grafico da fungao constante esta ilustrado na Figura 1.7.

*E um caso particular de fungao linear na qual a = 1.
SE um caso particular da fungao afim na qual a = 0.



Figura 1.6 Grafico da fungao identidade y = x.

Figura 1.7 Grafico da fungdo constante y = b.

Exemplo 1.14: afungao de 2° grau (ou fungao quadratica). Uma fungao quadratica
é da forma

f(x) = ax® + bx +c.

Esta associa a cada x € R o namero real ax? + bx + ¢ no qual a,b,c sdo
nimeros reais fixos e a # 0. E facil ver que Dom(f) = R. Mas nao é tao 6bvio

que:

* se a>0, entdo, Im(f) = [-A, +oo[;

* se a <0, entdo, Im(f) = [—oo,_%a],

nos quais A = b% - 4ac é o discriminante de uma equagéo do 2° grau. O gréfico

de uma fungao quadratica é uma parabola com eixo de simetria paralelo ao eixo

_A
4a’/"

y e passando pelo vértice da parabola que é dado por V = (—2%,
Exemplo 1.15: a funcao polinomial. Uma funcao f : R — R dada por
f(x) = anx™ + ... + a;x + ao,

na qual agp,aj,...,a, SA0 nUmeros reais fixos e a, # 0, chama-se fungdo po-
linomial de grau n, (n = 0,1,2,...). O grafico de uma funcao polinomial esta

ilustrado na Figura 1.9.
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f(x) = ax? + bx +c¢

o
|
T e
v
x

Figura 1.8 Grafico da funcédo quadratica.

Ya y = f(x)

\

Figura 1.9 Grafico de uma fungao polinomial de grau 3.

Exemplo 1.16:
a) fi(x)= % define uma funcao polinomial de grau 0;
b) fi(x)= —gx - 7t define uma funcao polinomial de grau 1;
c) f3(x)=x(-x+5) define uma fungao polinomial de grau 2;
d) f4(x) = (0,6)x® - 2 define uma fungao polinomial de grau 3;
e) fs(x) =4x’ - 2x define uma funcéo polinomial de grau 7.

Definicao 1.9 (funcao racional): Uma fungao racional é dada por

f(x) = P(x)

q(x)’

no qual p, q séo duas fungdes polinomiais. O dominio de f é

Dom(f) = {xeR | q(x) # 0}.



Figura 1.10 Grafico da fungao racional y = %

Figura 1.11 Gréfico da funcéo racional y = .

X

Exemplo 1.17: exemplos de func¢des racionais.

a)

b)

Qualquer funcao polinomial € uma fungao racional.

1 . ~ . . e .
f(x) = < define uma fungao racional cujo grafico, ilustrado na Figura 1.10,
€ uma hipérbole equilatera e tem Dom(f) =R - {0}.

g(x) = % define uma funcéo racional com Dom(g) = R—{-2,0,1}.

O grafico de g coincide com o grafico da reta dada pela equagéo y = x + 1
menos os pontos (-2,-1), (0,1) e (1,2).

1 . ~ . . , . .
h(x) = 2 define a funcao cujo grafico esta ilustrado na Figura 1.11.

s(x) = ﬁ define a fungao racional cujo dominio € Dom(s) =R - {-2,1}
e cujo grafico esta ilustrado na Figura 1.12. Esse exemplo mostra que
graficos de fungdes racionais podem ser bastante complicados.
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4 3 2 0o 1 2 3 x
Figura 1.12 Grafico da funcao racional y = )(27”
9 ) ¢ u= X2 +x-2

1.2.3 Operagdes com fungdes

Sejam f e g duas fungdes tais que Dom(f) nDom(g) # @, temos:

Definicao 1.10 (funcao soma): f + g € dada por

(f+g)(x) =f(x)+g(x) paratodo x e Dom(f+ g) =Dom(f)nDom(g).

Y f(x) =x

(f+9)(x)

g(x) =senx

Figura 1.13 Grafico da fungao soma.
Definicao 1.11 (funcao diferenca): f - g € dada por

(f-9)(x) =f(x) - g(x)

para todo x € Dom(f - g) = Dom(f) n Dom(g).



(f-9)(x)

g(x) =senx

Figura 1.14 Grafico da funcao diferenca.

Definicao 1.12 (funcao produto): f- g € dada por

(f-9)(x) =f(x)-9(x)

para todo x € Dom(f - g) = Dom(f) n Dom(g).

A f(x) =x
g(x) =senx
(f-g)(x)

Figura 1.15 Grafico da funcao produto.
Definicao 1.13 (funcao quociente): g € dada por

g(x) = % para todo x € Dom(g) = {x ¢ Dom(f) nDom(g)|g(x) # 0} .

Um exemplo de funcao quociente esta ilustrado na Figura 1.16. 13
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sen4x

pe
‘ ‘ ‘ R
on\/{ s

Figura 1.16 Grafico da fungdo quociente da funcéao y = sen4x pela fungéo y = x.

~,

Exemplo 1.18: sejam f(x) = vx +2 e g(x) = Vx% - 2. Entao,

a) Dom(f) = [-2, +oo[ @ Dom(g) =] - 00, —/2] U[V/2, +o0], pois f 6 é definida
se x +2 >0 ou seja, x > —2. Analogamente, g é definida para os x tais que
X2 -2=(x-V2)(x+v2)>0,0useja(x>vV2ex>-/2)ou(x<\2e
x < —v/2), daqui obtemos x > /2 ou x < —v/2.

b) (f£g)(x)=Vx+2+VxI-2.
c) (f-g)(x)=vVx+2-Vx2-2.
d) Dom(f=g)=[-2, —\/Z] U [ﬂ,+oo[ =Dom(f- g).
X+2
e) —(x)—\/__2 Dom(g) [2 \/_] [2+oo[{\/_\/_}

Definicao 1.14 (funcao composta): a fungao composta gof. Sejam f e g duas

fungdes tais que Im(f) c Dom(g). A fungdo composta de g com f é a fungao
que associa cada numero real x € Dom(f) a um Unico nimero real (g o f)(x)
definido por (g(f(x)) € Im(g). Isto é,

x e f(x) = (gof)(x)=g(f(x)).

—— —_—
€Dom(f) ¢ [m(f) notacao €R
e

cDom(g)

Observacgoes 1.3: de acordo com a Definigao 1.14, temos que
1. Dom(f) = Dom(g o f);

2. Emgeral, (fog)(x) # (gof)(x) se x e Dom(f) n Dom(g).



Exemplo 1.19: determinar as fungbes compostas fo g e go f para
f(x) = vx e g(x) =x%
Solugao: Faremos isso em etapas:
* Dom(fog) =Dom(g) =R e Dom(go f)=Dom(f) = [0, +oo][;
* (fog)(x) = f(g(x)) = F(x*) = VxZ = [x|, com x € R;

* (gof)(x) = g(f(x)) = g(vx) = (vVx)* = x, com x > 0;

 Assim, (fog)(x) = (gof)(x) = x se x > 0. Mas, em geral, este tipo de

comutatividade nao vale, como veremos no préximo exemplo.

Exemplo 1.20: determinar as fungdes compostas fo g e go f para

f(x) = -2x+1 e g(x) =x* + 3x.

Solucéo:
e (fog)(x) =f(g(x)) = -2g(x) +1=-2(x*+3x) +1=-2x*—6x+1,com x € R.

e (gof)(x) =g(f(x)) = (f(x))?+3f(x) = (=2x+1)2 +3(-2x+1) = 4x* - 10x + 4,

comx € R.
* Dom(fog) =Dom(g) =R =Dom(f) =Dom(go f).

« Como os graficos de ambas as fungoes representam duas parabolas, uma
€ concava para cima e outra € concava para baixo, por conta dos sinais
dos coeficiente -2 e 4 que acompanham x2. Portanto, (fog)(x) # (gof)(x)

para algum x € R.
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UNIDADE 2

Limite e continuidade






2.1 Introducao intuitiva de limite e continuidade

Nesta secao, faremos uma exploragao intuitiva do conceito de limite e continui-
dade e de suas propriedades através de exemplos e interpretagdes graficas.
Como a definicao formal de limite e continuidade é matematicamente sofisti-
cada, requer horas de estudo para ser entendida, deixaremos seu estudo como
exercicio de pesquisa individual para o leitor. Portanto, passamos aos primeiros

exemplos de limites intuitivos.

Exemplo 2.1 (limite de uma funcao linear): Considere a fungao linear

f(x) =2x+3.

Quando x assume uma infinidade de valores, aproximando-se mais e mais do
ponto 0, temos que aimagem 2x+3 assume uma infinidade de valores, aproximando-
sede2-0+3=3.

Dizemos que o limite de f(x), quando x tende a 0, € igual a 3, e escrevemos

Hmf(x) = lim(2x+3) =2-0+3 = 3.
x—0 x—0

Definicao 2.1 (intuitiva de limite): seja f uma funcao real definida em uma
reuniao de intervalos e xo, um ponto no interior ou no extremo de um desses

intervalos. Os matematicos dizem que:

o limite de f(x), quando x tende a x, € igual a L

que, simbolicamente, se escreve

lim f(x) =L

X—=>X0

no qual L € R. Isto significa que quando os numeros reais x tendem ao numero
real xo, as imagens f(x) tendem ao numero real L, ou seja, quando podemos
fazer f(x) arbitrariamente préximo de L, tomando x suficientemente préximo de

Xp, mantendo x # xg.

Observacoes 2.1:

1. Na Definigao 2.1 o ponto x, pode nao estar no Dom(f).

2. No Exemplo 2.1, fizemos f(x) préximo de 3 o quanto quisemos, bastando

tomar x bem préximo de 0.
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Exemplo 2.2:

1.

2.

lim k=%, (xo€R ekeR constante fixa).

X—>X0

lim x" =x5, (neN,xpeR).

X—=>X0

Sendo p(x) = apx™+--+a;x+ay uma fungdo polinomial, na qual a,,

sao todos numeros reais, temos:

lim p(x) = lm (anx™+--+a;x+ap)
X—=>X0 X—=>X0

= lim apx™++ lim a;x+ lim ag.

X—XQ X—XQ X—XQ
| — —_——— ——
an lim x™ a; lim x ap
X=X, X—X,
0 0
—— ————
anxlt a1xo

0
Logo,

lim p(x) = anxy + -+ a;xo + ap = p(xo0), xo € R.

X—=>Xo

...y a1,Qp

Isso nos diz que o limite de uma funcéo polinomial quando x tende a x

coincide com o valor da funcdo em xo. Sendo assim, para calcular esse

tipo de limite, basta calcular p(xo).

Definicao 2.2 (funcao continua): nos exemplos anteriores de limites quando

x tende a xo, observe que x, esta sempre no dominio de f e que

lim f(x) = f(xp).

X—=>Xo

Quando isto ocorre, em geral dizemos que f é continua no ponto xo. Uma fungao

€ continua se for continua em todos os pontos de seu dominio.

Observacao 2.2: intuitivamente uma fungao f é continua em um ponto x, de

seu dominio, se o grafico de f ndo apresenta “saltos” em xy. Caso o leitor tenha

duvidas sobre funcdo continua pode consultar, por exemplo, o texto (5, Cap. 3).

Exemplo 2.3:

a)

As fungdes constantes, lineares, afins, quadraticas, cubicas, polinomiais

sao exemplos de fungées continuas, isto €, em cada ponto dos dominios

as fungdes sdo continuas. Em geral, podemos mostrar que uma fungao

racional é continua.

Solucéo: consideremos as fungdes polinomiais de grau n e m dadas por:

p(x) = anx™ + an X+ e+ apx + ag,

1

q(x) =bmx™ + by x™ " 4+ byx + by,



nas quais an, n_1,...,ay, dgp € by, bm_1,..., b1, bg S40 NUMeros reais e a, e

b sao distintos de zero.

Vamos verificar que a fungao racional r(x) = 228 é continua no ponto x ¢

Dom(f), em cujo caso esta claro que q(xo) # 0. De fato,

lim p(x)

: . p(x)  x=x p(x0)
lim r(x) = lim = — = =1(xg).
X—Xo ( ) X—Xo q(X) )}LI)I(].O q(X) q(Xo) ( O)

Portanto,

I anXMH e+ aix+ap ApXy e+ a1Xp + dg
im =

= eR.
x=X0 b XM + -+ b1x + by bmx{ + -+ bixo + bo

b) A fungao valor absoluto é continua, pois

. X0 Sexp=0;
lim [x| = |xo| =
X=xo -Xo Sexp<0.
c) A funcao raiz quadrada de um numero real nao negativo & continua. De

fato, podemos mostrar que vale

lim \/§=\/X0, Vxo 2> 0.

X=X0
d) A fungcao exponencial da forma
h(x)=a* coma>0,
a funcao logaritmica da forma
l(x) =log,x coma >0,

e as fungdes trigonomeétricas classicas f(x) = senx, g(x) = cosx sdo todas
fungdes continuas, pois podemos mostrar que valem:

lim a* = a*, VxgeR,
X—=>X0

lim log, x = logaxp, Vxg €]0,+0o],

X—>Xo

lim senx = sen xo, Vxo € R.

X—=>X0

lim cosx =cosxy Vxp € R.

X—=>Xo

As fungdes exponencial, h(x) = a*, e logaritmica, 1(x) = log, x, estdo ilustradas

nas Figuras 2.1 e 2.2 respectivamente.
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e e
‘X

V.

Figura 2.1 Grafico da fungdo exponencial y = a* quando 0 < a< 1 equando a > 1.

Ya Yy y - log, x
O<axl a>1
y =log, x

Figura 2.2 Grafico da fungao logaritmo y = log, x quando 0 < a <1 e quando a > 1.

Problema 2.1: use o programa GeoGebra para fazer o grafico da funcao

T+lnx sex>1;
f(x) =
X sex<1,
e veja que f é continua em x = 1, pois de forma intuitiva vemos que f nao tem

saltos em qualquer intervalo contendo x = 1 no seu interior.

Para isso, digite £ (x)=If [x>1,1+1n(x),x] na caixa de entrada do GeoGe-
bra e pressione a tecla “Enter”.
Observacao 2.3: mais adiante nesta unidade (veja o Corolario 2.1) daremos
uma caracterizagao da continuidade de uma fungao usando limites laterais. Esse
critério sera muito Util nos casos em que o calculo dos limites laterais € simples

e ajudara sobretudo nas provas escritas.

Exemplo 2.4: calcular o limite

limxs_8
x=2 X —2

usando simplificagao.



3_
Solugdo: tomando f(x) = 7;_

28, use o GeoGebra para fazer um esboco do
grafico observando que 2 ¢ Dom(f). Para isso, digite

f(x)=(x"3-8)/(x-2)

na caixa de entrada do GeoGebra. Quando x se aproxima de 2, x> se aproxima
de 8. Como (2)3-8=0e (2) -2 =0, obtemos que
3_ 3_
h X8 _ (D)8
x-2 X —2 (2) -2
Este resultado, 0/0, € muito comum no calculo de limites e ndo tem significado

= 0/0.

como valor de um limite. A expressao 0/0 € um simbolo de indeterminacao
ocorrendo em uma tentativa de calculo de um limite. A ocorréncia desta ex-
pressao significa que o limite ainda n4o foi calculado. Para evitar o simbolo de
indeterminacao 0/0, neste exemplo calculamos da seguinte forma
x> -8 lim (x? +2x +4) (x—2Y
x>2 X -2 X2 (x—2)

= lim(x* +2x +4)

x—2
= 2242-2+4=12.
3
Vx+1-1 L,
Exemplo 2.5: calcular liné L, usando mudanca de variavel.
X—> X

Solucao: um calculo direto da uma indeterminagao, ou seja,

lim x+1-1 /0+1-1

x—0 X 0

= 0/0, (2.1)

lembrando que o limite ainda nao foi calculado. Para calcular tal limite, faca
a mudancga de variavel y = v/x + 1, e eleve ao cubo esta igualdade, obtendo
y? = x + 1. Em seguida, considere x = y3 - 1.

Quando x tende a 0, y tende a 1 (em simbolos: se x — 0, entdo, y — 1).

Entao, temos
¥ -1 -1
lim X1 - lim 2~ = lim — G71)
x—0 X =1y =1 y=1 (Y2 +y+1)(y £1)

=lim 1 = 1 —1
Cyslyley+l 1241410 3

2.2 Propriedades dos limites e fungoes continuas

Vamos admitir sem demonstragao as propriedades fundamentais dos limites

abaixo relacionadas.

Proposigao 2.1: se lim f(x) = L;, lim g(x) = L, e c ¢ R € uma constante, entao,
X—=>Xo X—=>Xo

valem:
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i) lim [f(x)+g(x)] =L + L, = lim f(x) + lim g(x)
X—=>X0 X—=>X0 X—=>X0

(o limite de uma soma é igual a soma dos limites das parcelas);

i)  lim cf(x) =cL; = ¢ lim f(x)
X—=>X0 X—=>X0

(o limite do multiplo é igual ao mdltiplo do limite);

iii) Xlljg) f(x)g(x)=L;-Ly= ()(113)1(10 f(x)) ( lim g(x))

X—=>X0

(o limite do produto é igual ao produto dos limites);
o fx) L dmifto
v) lim ——F=—=———
x=>x g(x) L lim g(x)
X—=>Xo

(o limite do quociente é igual ao quociente dos limites, se L, # 0).

E importante observar que somente podemos garantir que estas proprie-

dades sejam validas quando os limites das parcelas existirem e forem finitos.
3

. X
Exemplo 2.6: calcular o lim ——.
x=2 X%+ 1

Solugao: usando as propriedades fundamentais dos limites, temos:

3.3 }(iir%(x3—3) limx’ -lim3 53,

lim = = x=2 x—2 — _
w2x2+1  lim(x2+1)  limx2+lm1  2Z+1
x—2 x—2 x—2
x2 -1
sex#1;

Exemplo 2.7: afungdo f(x) =<1 x-1 nao € continuaem x = 1.

3 sex=1,

Solugao: observe primeiro que para x # 1 temos que

_x2—1 S (x+D)(x£1)
f(x)_x—1 (x4

lin]lf(x) :1in11(x+1):lin11x+lin]11 =1+1=2+3=A1(1).

x+1.

= Lmf(x) # (1),

Portanto, podemos concluir que f ndo € continuaem x = 1.

Teorema 2.1: sejam f e g duas fungdes. Entdo valem as seguintes afirmacoes:

i) Se f e g sao tais que Im(f) c Dom(g), (a imagem de f & um subconjunto
do dominio de g), lij? f(x) = L e g é continua em L € R, entdo, podemos
calcular o limite d; fuongéo composta g o f, quando x — xg, da seguinte
forma:

Jl‘it(g of)(x) = )}ggt(g(f(X)) = 9()}1330 f(x)) = g(L).

—_—
L



i) Se Im(f) c Dom(g), f € continua em x, e g € continua em f(x,), entao, a

funcdo composta g o f é continua em xo.

Pelo item anterior, temos que
lim (g0 H)(x) = g(lim £(x)) = (9(f(x0))) = (g° ) (x)-

Observacao 2.4: no item (i) do Teorema 2.1 pode acontecer o seguinte:
Se L = lim f(x) e g ndo € continua em L ainda que L € Dom(g), pode ser
X=X
que

Jim (gof)(x) # g(lim (x)).

De fato, basta considerar a funcédo identidade f(x) = x e a fungao descontinua

em x = 1 dada por
2

g(x)={ x-1
3 sex=1,

Entao, para xo = 1 um calculo simples diz que

lim(g o f)(x) = lim -1,
o X) = =
x—1 9 x—>1 x—1 ’

enquanto

g(limf(x)) = g(1) =3,

——
1

logo, }(i_r)x%(g of)(x) # g(}(i_l}%f(x)).

2.2.1 Problemas

Calcule os seguintes limites:

2 2

x“ -4 X“—x
b) ilm——
(b) im S 5 =7

. (x+h)3=x3 . ) ~
(c) }HO S (d) legz(x +3)(x-4)
x>+ 8
(e) lim 15 (M) hm 76
. 6s—1 . x? 1
(@) E—I}Z}ZS—9 (h) }3—1}11()(—1_7(—1)
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2.3 Teorema do confronto

Nesta secao enunciamos o teorema do confronto e damos aplicagoes dele no

calculo de importantes limites especiais envolvendo fungdes trigopnométricas.

Teorema 2.2 (teorema do confronto): sejam dadas trés fungdes f, g, h satis-

fazendo as duas propriedades abaixo:

i) existe r > 0 tal que

g(x) <f(x) <h(x), paratodo 0<|x—xo|<T;

ii) Xlg}(lo g(x)=L= XILI}}O h(x).

Entao, podemos concluir que

lim f(x) = L.

X—=>X0

Observacao 2.5: as fungdes seno e cosseno podem ser introduzidas como as
unicas funcdes definidas em R, indicadas por sen e cos, satisfazendo as seguin-

tes propriedades:

1. sen0 =0, cosO=1.
2. Quaisquer que sejam 0s numeros reais a € b

sen(a—b) =senacosb —senbcosa,
cos(a—b) =cosacosb +senasenb.

3. Existe r > 0 tal que

senx
O<senx<x<tgx=—— para0<x<r.
cos X

Exemplo 2.8: calculo do limite especial

senx

1

lim
x=0 X

Este é chamado primeiro limite fundamental.

Solugéo: pela Observacéo anterior, 3r > 0 tal que para0<x <r,vale 0 <senx e

senx

senx <X < .
COs X



Multiplicando esta desigualdade por se]Tx (que é positivo), obtemos

senx X 1
1= <

= < .
S€Enx senx Cosx

Invertendo as fracoes, chegamos a desigualdade

5 Senx COS X. (2.2)
X

Analogamente, para -r < x < 0, obtemos a mesma desigualdades (2.2), pois

cos(—x) = cosx

sen(-x) —senx senx

—-X —X X

Portanto, para 0 < |x| < r, vale

senx
cosx < — < 1.
X

Logo, pelo teorema do confronto, obtemos

) . senx ..
1 =limcosx < lim <lim1=1
x—0 x=0 X x—0

Exemplo 2.9: calcular o limite

. 1l—-cosx
lim —2
x—0 X

Solucdo: para calcular este limite, podemos utilizar o primeiro limite fundamen-

tal. Primeiro, observamos que

1—cosx 1-cosx 1+cosx .. 1-cos’x 1

lim =lim . =lim .
x=0 X2 x>0 X2 1+cosx x50  x? 1+ cosx

(2.3)

Usando a identidade sen” x + cos® x = 1 em (2.3), obtemos que

. 1-cos?x 1 . sen’x 1
lim 5 . =lim 57—
x—0 X 14+cosx x-0 X 1+ cosx
sen? x senx

) . 1 )
= 11111 3 . 11m = (11111 —) Sl1m —
x=0 X x—0 1+ cosx x>0 X x—0 1+ cosx

1
2

Portanto,

T-cosx 1
x—0 Xz 2
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2.3.1 Problemas

Verifique se sao verdadeiras ou falsas as seguintes questoes:

sen 5x

1. lim
x—0 X

5

2. limxsen)‘—c =0

x—0
1- 1
3. lim % _ 2
x—0 X 2
4, limtg—x =400
x=0 X
5. lim =1
x—0 Sen x

2.4 Limites infinitos e limites no infinito

2.4.1 Interpretagao dos limites infinitos

O caso mais simples e instrutivo de limite no infinito talvez seja o da funcao

1 . . ~
f(x) = —, para a qual valem as seguintes afirmagoes:
X

 f é continua em todo os pontos xy € Dom(f) =R - {0}. De fato,

lim 1

> 1
lim f(x) = lim — = —2— = — = f(xo).
XLI,I&) (%) leilo X2 XIE)% x2 x(z) (x0)
. = 1 1
+ f &€ uma fungéo par. De fato, f(—x) = =% =a- f(x), V xeDom(f).

Tabela 2.1 Estudo do limite de f(x) = ):—2 quando x tende a 0.

X x? f(x) ==
+1 1 1
+0,5 0,25 4
20,2 | 0,04 25
£0,1 | 0,01 100
+0,01 | 0,0001 10000
+0,001 | 0,000001 | 1000000




Na Tabela 2.1, os valores de x na primeira coluna sdo cada vez mais
proximos de 0. Na segunda coluna, os valores correspondentes de x? sdo ainda
mais proximos de zero. Na Ultima coluna, os valores correspondentes de f(x)
tornam-se cada vez maiores. Neste caso, podemos fazer f(x) ultrapassar qual-
quer nimero positivo, tomando x suficientemente préximo de 0. Assim, dizemos

que o limite de f(x), quando x tende a 0 é “+ infinito”, e escrevemos
lim f(x) = +oo0,
x—0

ou seja,

o]
lim — =+o0.
x—0 X

Observacao 2.6: a interpretacao geométrica de }g% % = +o0 pode ser feita com
o auxilio do GeoGebra. Usando esse programa podemos fazer um esboco do
grafico da curvay = lz e manipular os pontos desse grafico de forma dinamica,
com o intuito de viquaIizar que a medida em que x se aproxima de 0, y = f(x)
torna-se cada vez maior. Para isso, digite na caixa de entrada do GeoGebra a
funcao da escrita da forma 1/x"2 e pressione a tecla “Enter”. Automaticamente,

a curva sera construida e exibida na lousa do GeoGebra.

2.4.2 Limites no infinito

Sao dois os casos de limites no infinito: limites finitos no infinito e limites infinitos

no infinito.

A nogao intuitiva de limite finito no infinito é a seguinte: se os valores de
f(x) tornam-se arbitrariamente préximos de um numero L quando tomamos x
suficientemente grande e positivo, entao dizemos que L € o limite de f(x) quando

x tende a +oo € escrevemos

lim f(x)=L
X—>+00

Analogamente, quando f(x) se aproxima arbitrariamente de um ndmero L quando
tomamos x arbitrariamente grande e negativo, dizemos que L € o limite de f(x)

quando x tende a —oo e escrevemos

lim f(x)=L

X—>—00

Vamos estudar a nogao intuitiva dos limites quando x tende a +oo0 ou —co por
. ~ 1 ~

meio da fungao f(x) = i Alguns valores dessa fungao se encontram na Tabela

2.2.
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Tabela 2.2 Estudo do limite de f(x) = lz quando x tende a +oo.
X

X X | f(x) = X]—Z
1 111
2 410,25
5 25| 0,04
10 100 | 0,01
100 10000 | 0,0001
1000 | 1000000 | 0,000001

Na Tabela 2.2, observamos que a medida que x cresce indefinidamente,
assumindo valores positivos cada vez maiores, f(x) = lz torna-se cada vez
mais proximo de 0. Isto também é sugerido pelo grafico daXfungéo (veja a Figura
1.11). Neste caso, dizemos que o limite de f(x), quando x tende a “+ infinito”, é
igual a 0, e escrevemos

~ : ~ . ] L :
Observacao 2.7: a interpretacédo geométrica do lim — =0, ou seja, a medida

X—+00 X
que x cresce, tomando valores cada vez maiores, f(x) aproxima-se de 0, € a de
- 1 : , ]
que o grafico de de — se aproxima do eixo x. O mesmo vale para lim — =0.
X X—>—00 X/
Isso pode ser observado na Figura 1.11.

A partir da Tabela 2.2, também podemos facilmente inferir que

lim — =0
X—>—00 X'

De fato, a fungao f(x) = lz € par e, portanto, seu grafico é simétrico em relagao
a origem. ¥

Uma analise semelhante a essa pode ser feita para a fungao l cujo grafico
estd ilustrado na Figura 1.10. Construindo tabelas semelhanteséls que foram

construidas acima, podemos inferir os seguintes limites no infinito:

1im1:0 e liml:O

X——00 X X—+00 X

L ~ . o] .
No entanto, € importante observar que nao existe o limite lmé—, pois 0s va-
x=>0X

lores da funcao tornam-se arbitrariamente positivos e arbitrariamente negativos



quando x esta proximo de zero, bastando mudar a direcao da aproximacao. Mais

adiante, essa dificuldade sera resolvida por meio do conceito de limite lateral.

Uma maneira conveniente de expressar o fato de que lim J—( =0 é escrever
X—>+00

+‘To = 0. Recursos de memorizagdao como este serdao de grande valia ao realizar-

mos calculos com limites, por isso iniciaremos a construgao de uma “algebra de

limites infinitos”. Nessa algebra, valem as identidades

Ao longo deste estudo ampliaremos a algebra de limites acrescentando a ela
Nnovos casos e um resumo contendo todos os casos sera apresentado mais adi-

ante.

Tomando o produto da fungao 3—( com ela mesma e aplicando a propriedade
do limite do produto (Proposigao 2.1(iii)), obtemos

lim l =0 e lim l =0
x—>—o00 X Xx—>+oo XN

para todo natural n > 1. Combinando estas com a propriedade do limite do

multiplo (Proposicao 2.1(ii)), para qualquer constante c € R, valem

lim <=0 e lim = =0

x—>—oo0 X X—>+o00 Xt

Usaremos essa observagdo mais abaixo para calcular limites no infinito para
funcoes racionais. Com isto, tornamos mais abrangente a nossa algebra de
limites infinitos sintetizando tudo o que vimos acima em uma Unica identidade
identidade:

_c _
(£o0)™

para toda constante ¢ € R e todo natural n > 1.

Resta ainda o caso dos limites infinitos no infinito. A nogao intuitiva de limite
infinito no infinito € esta: se os valores de f(x) tornam-se arbitrariamente gran-

des e positivos quando x torna-se suficientemente grande e positivo, dizemos



que o limite de f(x) quando x tende a +oo € igual a +oo € escrevemos

lim f(x) = +oo.

X—>+00

Deixamos a cargo do leitor estender esta definicao aos seguintes casos

lim f(x) = —oo,

X—>+00

lim f(x) = +oo,
X—>—00

lim f(x) = —oo.

X—>—00

Exemplo 2.10: casos fundamentais de limites infinitos no infinito.

a) lim x = +o0, pois 0s valores da fungao f(x) = x tornam-se arbitrariamente

X—>+00

grandes e positivos, bastando tomar x suficientemente grande e positivo.

b) lim x = -o0, pois 0s valores da fungao f(x) = x tornam-se arbitrariamente

X—>—00

grandes e negativos, bastando tomar x suficientemente grande e negativo.

c) lim —x = —oo, pois o0s valores da fungao f(x) = —x tornam-se arbitraria-
X—+00

mente grandes e negativos, bastando tomar x suficientemente grande e

positivo.

d) lim —x = +oo, pois os valores da fungdo f(x) = —x tornam-se arbitrari-
X—>—00

amente grandes e positivos, bastando tomar x suficientemente grande e

negativo.

e) Paratodo n > 1 natural, temos lim x™ = +o0, pois 0s valores da fungcao
X—>+00

f(x) = x™ tornam-se arbitrariamente grandes e positivos (observe que nesse

caso vale 1 < x < x™), bastando tomar x suficientemente grande e positivo.

Isto nos permite acrescentar este fato a algebra de limites infinitos:

)(inteiro positivo) _

(+00 +00.

f) Para todo n > 1 natural e par, temos lim x" = +o0, pois 0s valores da
X—>—00
fungdo f(x) = x™ tornam-se arbitrariamente grandes e positivos, bastando

tomar x suficientemente grande e negativo.

Acrescentamos este fato a algebra de limites infinitos:

(_OO)(inteiro positivo par) = t+oo.



g) Paratodo n > 1 natural e impar, temos lim x™ = —co, pois 0s valores da
X—>—00

funcao f(x) = x™ tornam-se arbitrariamente grandes e negativos, bastando

tomar x suficientemente grande e negativo.

Acrescentamos este fato a algebra de limites infinitos:

(_Oo)(inteiro positivo impar) _ —00.

h) Se XEIEO f(x) = —c0 € XEIEX) g(x) = +o0, entdo, os valores de f(x) tornam-
se arbitrariamente grandes e negativos e os de g(x) tornam-se arbitraria-
mente grandes e positivos bastando tomar x suficientemente grande e po-
sitivo. Mas, nesse caso, os valores de f(x)g(x) tornam-se arbitrariamente

grandes e negativos, logo lim [f(x)g(x)] = —oc.

Acrescentamos mais este fato a algebra de limites infinitos:

(—00)(+00) = —o0.

2.4.3 Algebra de limites infinitos

A seguir, vamos expandir a algebra de limites infinitos. Para comecar, observa-
mos que se XEIPOO f(x) = +00, entdo, os valores da fungao f(x) = x tornam-se ar-
bitrariamente grandes e positivos, bastando tomarmos x suficientemente grande
e positivo. Mas, nesse caso, sendo ¢ € R uma constante positiva, os valores de
cf(x) tornam-se arbitrariamente grandes e positivos, logo XEr+noo[cf(x)] = +o00. Por
outro lado se ¢ for uma constante negativa, entao, os valores de cf(x) tornam-se
arbitrariamente grandes e negativos, logo XEIPOO[C]C(X)] = —oo. Com isso, pode-
mos acrescentar um novo fato a nossa algebra de limites infinitos:
¢ (+00) = +00 Sec>0;
—oo Ssec<0.
Deixamos para o leitor a tarefa de deduzir o fato seguinte e acrescenta-lo a
algebra de limites:
¢ (—o0) = +o0 Sec<0;
—oo sec>0.
Observacgao 2.8: nao estamos definindo o caso 0- (+o0). Mais adiante, por
meio de exemplos ficara claro que isso nao é possivel. Esse simbolo sera um
simbolo de indeterminagao, e seu significado sera o de que o limite ainda nao

foi calculado.
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Substituindo nesses dois casos a constante ¢ # 0 pela constante % obte-

mos estes:
+00 +o00  sec>0;
¢ —oo  sec<0,
e
—00 +o0 Ssec<O0;
c —oo sec>0.

Agora, sendo XEIPOO f(x) =+ € XEIPOO f(x) = +o0, entdo os valores de f(x) e
g(x) tornam-se arbitrariamente grandes e positivos, bastando tomarmos x sufi-
cientemente grande e positivo. Desse modo, f(x) + g(x) torna-se arbitrariamente
grande e positivo, logo
Jim [7(x) + 9(9)] = +oo.

Isso nos permite acrescentar mais um fato a algebra de limites:
(+00) + (+00) = +o0.

Uma vez mais, deixamos a cargo do leitor deduzir e acrescentar a algebra de

limites este fato:

(~00) + (~00) = (~o0).

Observacao 2.9: é importante observar que nao estamos definindo (+o0) +
(—00), (=00) + (+00), (+00) — (+00) OU (—o0) — (—00) pois, como ficara claro por
meio de exemplos a serem estudados mais adiante, isso nao é possivel. Esses
simbolos permanecerdo como simbolos de indeterminagdo e quando o leitor
encontra-los nos calculos o significado sera o de que o limite ainda nao foi cal-

culado.

Mais uma vez, supondo que ¢ € R seja uma constante arbitraria e que

lim f(x) = +o00, entdo, os valores de f(x) tornam-se arbitrariamente grandes e

X—>+00

positivos, bastando tomarmos x suficientemente grande e positivo. Desse modo

os valores de f(x) + c tornam-se arbitrariamente grandes e positivos, logo
lim [f(x) +c]| = +oo.
lim [f(x) +c]
Desse modo, podemos acrescentar este caso a algebra de limites:
+00 + ¢ = +o0 (c € R constante).

Fica a cargo do leitor deduzir este:

—o00 + ¢ = —o0 (c € R constante).



Em resumo, a nossa algebra de limites infinitos pode ser sintetizada neste

quadro:
c L "
=0, (c constante,n inteiro positivo)
(x00)™
(+00) + (+00) = +00, (—00) + (—00) = —o0,
(+OO)(inteiro positvo) _ +00, (+oo)(—oo) = —00
(_oo)(inteiro positivo par) _ +00 (_oo)(inteiro positivo impar) _ _
) )
+00 + ¢ = +oo (c constante), —o00 + ¢ = —oo (c constante).
+o00  Sec>0; +o00  Sec<0;
- (+o0) = - (~00) =
-o0  sec<0, -o0  sec>0,
+00 +o0  sec>0; —00 +o0  sec<O;
c -0 sec<0, ¢ -0 sec>0.

Ao deduzirmos a algebra de limites, nos deparamos com alguns simbolos

de indeterminagdo. Convém organizar todos os simbolos encontrados em uma

s6 caixa:
0 oo
0’ 100’
(+°°) + (_°°)> (+°°) - (+°°)>
(-00) + (+00), (-00) = (—00),
0-(z00),
Exemplo 2.11: calcular lim (3 + 2.3 l)
X—-+00 x X2 x3

Solucao: uma substituicao direta usando a algebra de limites infinitos nos da

lim (3+g—i+l) 3+i > 1
X—+00 x x2 3] +00 (+c><>)2 +c>o)3

oo

Nao encontramos nenhum simbolo de indeterminagao, logo, o calculo do limite

esta terminado e seu valor é 3.

3 -2x -1
Exemplo 2.12: calcular lim ><3—x
x—>+oo X2 +4

Solugédo: uma substituicao direta nos da

lim 3x2-2x-1  3(+00)? —2(+00) -1
xo+o00 X3 +4 - (+00)3 +4

(+00) = (+00) =1 _ (+00) = (+00) .
+00 + 4 +00
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Para evitarmos os simbolos de indeterminacao, fazemos

2 9y 2(3_2_1 _2_ 1
lim 2271 _ i ¥B-i-s) XZ)—lim3 x
x—>+oo X3 +4 X400 XS(]_,_%) X%Jroox(]_i_%)
0 0
3_7{_71{ 3 0
+oo
(+00) | T+ io

Exemplo 2.13: no calculo de limites de fungdes racionais da forma

) PO
T AR = N Tey

em que p(x) e q(x) sa@o fungdes polinomiais de grau n e m na variavel x, é

tentador proceder como no Exemplo 2.3(a), mas rapidamente obtemos uma

indefinicao da forma ==
+00

que, quando x for arbitrariamente grande, os termos de maior grau “dominam”

os de menor grau em cada polinémio, por isso prevalecem apenas os termos de

maior grau, ou seja, se
p(x) = anx" + QX e+ apx + ag,

1

q(x) = bmx™ + by x™ " + -+ + byx + by,

nos quais a, # 0 e by, # 0, entao

. p(x) I AnX™ + QXM T ax + q
x—+oo (x) x=+00 by X™ + by 1 x™ 1 + -+ byx + by
an— a a
XM(an + 5 4 S+ R

= lim
X—>+00 Xm(bm+ t% 4o ,0?1_]4 + ;’_T?l

0

0 0
x”(an+M+---+ K+ 9
= lim x ]

X—>+00 0

0 0
b b b
s 51 27056

anpx™

= lim .
X—>+00 mem

Portanto, dependendo dos valores de n e m e dos sinais de a,, € b,,,, a partir da

algebra de limites infinitos concluimos que

0 sem>n>0;
dn ge
. X . anpx™ - m=mn,
im ]Mz im = bn

xotoo ((x)  x=Foo byyx™ +o0 seap,>0eld<m<mn;

-0 seap<0el<mc<n,

. Para evitar os simbolos de indefinicao, podemos notar



ou

0 sem>n>0;
dn ge

. X . anpx™ P m=mn;

m M— lim n - le

. T x5Ss m
x>0 (X)  x=mo0 byx -0 sea,>0el0<m<mn

+00 sSeap<0eld<m<n.

Em particular, quando q(x) =1, temos m =0 e by =, logo,

lim p(x) = Xl_i)in(><> anx™,

X—>+o00

e este limite sera igual a +c0 ou —co dependendo do sinal de a;,.
Observacao 2.10: no exemplo anterior, bastava manter os termos de maior

grau no numerador e no denominador:

oA - 2x -1 32 .3 3
lim ———— = 1i

X—>+00 x3+4 X—>+00 X X—>+00 X +00

para calcular o limite. Mas atencao, este calculo sé vale para limites de fungoes

racionais, nas quais x — +oo.

Exemplo 2.14: calcular lim (x° - x3).

X—>—00

Solugao: uma substituicao direta nos da
lim (x° - x) = (~00)° = (~00)® = (~00) = (~00) = (~00) + (+o0),

portanto, chegamos a um simbolo de indeterminacao.

No entanto, fazendo a fatoracao

podemos calcular facilmente o limite

lim (x° —x%) ZXEEIIOOXS (1 - é) = (-0)- (1 - %) = (—00)-1=—00.

X—>—00

2.4.4 Problemas

Calcule os limites:

. 2x+3 . X2+
@ AR Oim S
. 2X*-x+3 . (2x+3)%(2-3x)?
(C) X]ilgloo x3 -8 -5’ (d) X]iIPoo x> +5 )
(e) liin (Vx +a-+/Xx), () liin (VX2 + ax —x)
X—>+00 X—>+00

Respostas: (a) 2 (b) 0 (c) 0 (d) 72 (e) 0 (f) a/2 57
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2.5 Limites laterais

Quando estudamos a fungao f(x) = J—( nos deparamos com o fato de que o
limite quando x tende a 0 nao existe, pois, quando nos aproximamos do zero 0s
valores dessa funcao assumem valores arbitrariamente grandes e positivos ou
arbitrariamente grandes e negativos, dependendo da direcao escolhida para a
aproximacao (veja a Figura 1.10).

Ha inumeras outras funcdes que exibem um comportamento semelhante

a esse, por exemplo, a fungdo f(x) = m cujo grafico esta ilustrado na Figura
X

2.3. Quando x > 0, vemos que f(x) = X & constante e igual a 1, mas quando
X

=X . .

x < 0, vemos que f(x) = — & constante e igual a -1. Assim, os valores de f(x)
X

ora se aproximam de 1, ora se aproximam de -1 quando x se aproxima de zero,

dependendo da direcdo escolhida, por isso dizemos que nao existe lin% f(x).
X—)

AY

N

. ;e ~ X
Figura 2.3 Grafico da fungéo y = U
X

No entanto, se adotarmos exclusivamente uma das dire¢des, desprezando
completamente a outra, vemos que f(x) se aproxima de um Unico ndmero e

parece fazer sentido definir esse niumero como limite (lateral).

Nesse caso, adotamos a convengao 0* quando a diregao escolhida for pela
direita e 0~ quando a diregcao escolhida for pela esquerda e escrevemos

limmz1 e limmz—L
x—0*t X x—0" X
Exemplo 2.15: limites laterais de f(x) = x + ﬁ quandox - 0" ex—0".
X

* Odominiode f é R-{0}.
* Sex>0,[x=x = f(x):x+7—<:x+1.
X

* Sex<0,xl=—x = f(x):x+1:x—1.
-X



» O grafico de f € a uniao de duas semirretas:

{(y) fy=x+1, x>0 u{(x,y) /y=x-1, x<0}.

+ Se x tende a 0, mantendo-se > 0, f(x) tende a 1. Dizemos que o limite de
f(x), quando x tende a 0 pela direita, € igual a 1, e denotamos

lim f(x) =1.

x—0*

+ Se x tende a 0, mantendo-se < 0, f(x) tende a —1. Dizemos que o limite de

f(x), quando x tende a 0 pela esquerda, é igual a -1, e denotamos

lim f(x) = -1.
x—0~

AY

0

X
[x

Definicao 2.3: seja xo um nimero real no interior ou no extremo inferior de um

Figura 2.4 Gréfico dafungdoy=x+

intervalo contido no dominio de uma fungao f. O limite lateral de f(x), quando x

tende a x( pela direita, se escreve

lim f(x).

X%XO
O simbolo x - x§ indica que x ¢ Dom(f) e esta aproximando-se de x, com

valores de x maiores que xo. Isso é 0 mesmo que

)}LI)I(lO f(x).
X>X0

Observacoes 2.11:

1. O limite lateral a direita pode existir ou nao.
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2. Quando existe lim f(x) = L pode acontecer de:
x=>x

LeR ou L=+400 ou L=-o00.

3. Quando nao existir lim f(x), ndo existira lim f(x).
x—>x3 X—=>Xo

Definicao 2.4: seja xo, um numero real no interior ou no extremo inferior de um
intervalo contido no dominio de uma fungao f. O limite lateral de f(x), quando x

tende a x( pela esquerda, se escreve

lim f(x).

X—>X5

O simbolo x — x; indica que x ¢ Dom(f) e estd aproximando-se de x, com

valores de x menores que x,. Isso € o mesmo que

X11%17161O f(x).
X<Xo

Observacoes 2.12:

1. O limite lateral a esquerda pode existir ou nao.

2. Quando existe lim f(x) = L pode acontecer de:

X%XS
LeR ou L=+0c0 oUu L=-o00.

3. Quando ndo existir lim f(x), ndo existird lim f(x).
X—=>X0

X—>X6
Teorema 2.3 (caracterizacao de continuidade usando limites laterais): se-
jam f uma fungao, xo um numero real e suponhamos que existam numeros reais
a e b tais que ]a,xo[ € ]xo, b[ estejam contidos em Dom(f). Entao

existe lim f(x)=L <« existem lim f(x)= lim f(x)=L.
x=>x§ X=Xy

X—=>Xo

Por outro lado, qualquer uma das afirmagdes a seguir:
1. lim f(x) ndo existe ou lim f(x) ndo existe;
X=X X=Xy

2. lim f(x) # lim f(x);

+ —
X—>X0 X—>X0

implicam que o lim f(x) nao existe.
X

—)XO

- . 1
Exemplo 2.16: limites laterais de f(x) = ~ quando x - 0" ex — 0".



* O dominio Dom(f) =R - {0} =] — 00,0[U]0, +0o[.

+ 0 é extremo superior do intervalo | — o0, 0[ ¢ Dom(f) e também é extremo
inferior do intervalo ]0, +oo[ ¢ Dom(f).

» Faga um esbogo do grafico de f no GeoGebra e observe que os limites

laterais
] 1 1 1
lim — = =+o00 € lim - = = —o00,
x-0t x limx x—-0-x limx
x—0 x—0
x>0 x<0

1
Como os limites laterais sdo distintos podemos concluir que ﬂhm —
x—0 X

Observacao 2.13: as propriedades de soma, diferenca, produto e quociente de

limites valem para os limites Iaterais

. 1 . 1
Exemplo 2.17: provar que 11m (X 72 xlir?— 1) _}3311 T +00.

Solucao:

Basta verificar que 11m = +oo para obter o resto das igualdades.
x—1

1
x-1)2
« Fagaz=(x-1)*

» Observe que z > 0 para qualquer valor de x > 0.

Veja também que quando x se aproxima de 1, temos que z se aproxima de
0, mas por valores positivos.

Assim,
1 o
lim——— = lim — = +oc0.
x—1 ( - 1)2 z—0t Z

2
Exemplo 2.18: calcular 11m —_— im i .
x—>-2 |X + 2| x—>—2- |X + 2|

Solucao:
» Observe que x + 2 >0 se e somente se x > -2.
* Assim, se x > -2,temos x +2 >0 e, entdo, |[x + 2| = x + 2.

* Logo, se x < -2,temos x +2< 0 e, entao, |[x + 2| = —(x + 2).

Portanto, temos

im XJrz:lim x+2 (X% )—lim1:1
x—-2* |X + 2| x—>-2 |X + 2| x—>—2 (X 7(-2) x—-2 )
x>-2

im X2 g X2 gy OF2 g,
Xx—>—2" |X + 2| x—>-2 |X + 2| x—-2 —(X 7(-2) x—-2
x<-2 x<-2
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Uma consequéncia importante do Teorema 2.3 € a seguinte caracterizagao

de funcdes continuas:

Corolario 2.1: seja f uma fungé@o e xo um ponto do seu dominio. Entdo, f é
continua se e somente se os limites laterais existirem e ambos forem iguais ao

valor da funcao em xy, isto €, se e somente se
lim f(x) = f(xo) = lim f(x).
X—=xg X—>X8

Observacao 2.14: o corolario serve obviamente para testar a continuidade de
uma fungdo em um ponto xo do seu dominio no caso em que o calculo dos
limites laterais € simples. Uma aplicacdo menos ébvia € ao proprio céalculo de
limites: sabendo, talvez por outros meios, que uma fungao f é continua em um
ponto xy do seu dominio, entdo o corolario nos garante que

lim f(x) = f(xo).

X—=>X0

Portanto, para calcular o valor do limite no ponto x, basta calcular f(xy). Mas
atencao: isso s vale quando se tem o conhecimento prévio a respeito da conti-

nuidade em xy.

Exemplo 2.19:
2 sex <0,
a) \Verifigue se a fungao f(x) = Ix| € ou nao continua em
3 se x > 0.
Xc+X
X0 = 0.

Solucéo: por um lado, temos
lim f(x) = lim 2* =1lim2* =1.
x—0~ x—0~ x—0

e, por outro lado, temos

. . X . X ox . 1
lim f(x) = lim 2| | = lim — = lim —- =lim =1.
x—0+ x=0F X2 +X  x=0F X2 +X  x=0tx X+1 x-0x+1

Como f(0) = 2° = 1, segue pelo corolario acima que f é continua em xo = 0.

. e 1
E importante observar que aqui fizemos uso do fato de 2* e 1 serem
X

ambas continuas no zero.

VX sex>0,

cosTix  se x <0.

b) Faca o mesmo para a fungao f(x) =
Solucéo: temos

lim f(x) = lim cos7x = lir% cosmix = cos0 =1,
xX—

x—0~ x—0"



e também
lim f(x) = lim Vx=V0=0.
Aqui novamente fizemos uso da continuidade das fungdes cosmx e /x.

Com isso, vemos que os limites laterais de f existem em xo = 0, mas como

1 # 0, eles nao coincidem e, portanto, f ndo é continua nesse ponto.

2.6 Problemas

1. Esboce um grafico de uma fungao y = f(x) que verifique:

lim f(x) = -0
x—>1-

b) lim f(x) = —%

x—1+

d) lim f(x) =0

f) him f(x) = -1

x—0F

h) lim f(x) = —oo

X—+00 X——00

) (

C) 11)153 f(x) = +o00 ( im
) (
) (

R | P | s x2-5x+4
(@) lim “=2 (b) lim S0 (€) lim S5

3. Calcule liné f(x), 11“; f(x) e diga se existe lim f(x).
x—>-3*% x—>-3"

X—>—

Diga também se f é continua no ponto -3.

T 3x SeX<—3;

f(x) =
Vx+2 sex>-3.

Respostas:

1. Uma possibilidade para o grafico de f(x) esta ilustrada na Figura 2.5.
2. (@ -1 (b)1 (c)+o0
3.+ lim f(x)=-T;

o lim f(x)=—;

1
x—>-3" 11

« Portanto, nao existe o limite 1im3 f(x);
X—>—

» Apesar de f(-3) = -1, como nao existe lim3 f(x), f ndo é continua no
X——
ponto -3.
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Figura 2.5 Uma possivel solugdo para o problema 1 da secéo 2.6.




UNIDADE 3

Derivadas e aplicagoes






3.1 Nocao intuitiva de derivada

O calculo de derivadas de fungdes é uma importante ferramenta auxiliar no es-
tudo de seus graficos. A definicao formal de derivada é matematicamente sofis-
ticada, ja que uma fungao f possui derivada em x, se existe o limite

i FOO = F(x0)
X=>X0 X =X

(3.1)

No caso em que existe o limite acima dizemos que f é derivavel em x.

O leitor interessado podera encontrar tal definicdo nas referéncias ou em
outros textos universitarios sobre calculo.

Portanto, aqui faremos uma exploragao intuitiva do conceito de derivada e
de suas propriedades, através de exemplos e interpretacdes graficas.

Veremos agora uma interpretacao geométrica da derivada em relacao ao

grafico de uma fungao f.

Fixado um valor x, sendo definido f(xy), seja Ax # 0 um acréscimo (ou
decréscimo) dado a xo. Sendo x; = xo + Ax, temos que a razao

Ay f(xo+Ax) —f(x0) _ f(x1) - f(x0)
Ax Ax X1 —Xo

€ o coeficiente angular (ou inclinagdo, declividade) da reta r, secante ao grafico

da curva y = f(x), passando pelos pontos Py = (xg,f(x0)) € P = (x1,f(x1)).

f(Xg#AX ) f-—————m——————mm oo

0 By 5
I I

0 | | .
_— 5(0 xoi- AX X

AX

Figura 3.1 Quando Ax tende a 0, o ponto P tem como posi¢cao limite o ponto Py € a
reta secante PyP terd como posicao limite a reta t, que tangencia o gréafico
de f no ponto Py.
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Observando os elementos geométricos da Figura 3.1 vemos que quando
Ax tende a 0, o ponto P tem como posigao limite o ponto Py e a reta secante
PoP tera como posigao limite a reta t, que tangencia o grafico de f no ponto Py.
Assim, quando Ax tende a 0, a razao i—z tem como limite a declividade da reta

t, tangente ao grafico de f no ponto Py.

Assim, com este argumento geométrico e intuitivo, interpretamos

- Ax) —
i 10 = f(x0) _ p  F(xo+ %) — f(xo)
X=X X —Xg Ax—0 Ax

como sendo o coeficiente angular (ou a inclinacdo) da reta t, tangente ao
gréafico de f no ponto Py = (xo, f(x0)).
Observacoes 3.1:
1. Para existir a derivada de uma fungao f num ponto x, &€ necessario que

o leitor tenha em mente que a fungao f precisa estar definida em xo. Ou

seja,

f & derivavel em xy = xo € Dom(f) \ (3.2)

2. Note que a reciproca da afirmagao (3.2) € falsa, pois se a € Dom(f), entao,
nao significa que f seja derivavel em x, ja que o limite (3.1) pode nao

existir, como mostraremos na Observagao 3.3.

A seguir enunciamos sem demonstragdo uma condicao necessaria para que

uma funcao possa ser derivavel.

Proposicao 3.1: uma fungao f é derivavel em x, se f € continua em x,.

Em outras palavras:

f ndo é continua em xy = f nao é derivavel em x, \ (3.3)

Exemplo 3.1: a funcao h dada por

X, se x>0
h(x) =
x+1, se x<0,

esta definida em todo o conjunto dos nimeros reais R, mas mesmo assim h nao

tem derivada em x, = 0. Por qué?

Solucao: esboce o grafico da fungao h e observe o comportamento do grafico
de h entorno da origem. Veja que h nao € continua em 0, pois o limite de h(x)
qguando x tende a 0 nao existe e, isto implica pela Proposicao 3.1 que h nao é

derivavel em xy = 0.



Observacoes 3.2:
1. Se existe o limite (3.1), entao existe o limite lim f(x) = f(xo).
X—=>X0

2. A reciproca da afirmacgao (3.3) nao vale em geral. Pois existem exemplos

de fungbes continuas que nao sao derivaveis em algum ponto.
Exemplo 3.2: a fungao “modulo de x”, g(x) = |x|, € continua em todo R.

* Mesmo assim, a funcdo g(x) = |x| ndo tem derivada no xo = 0. Por qué?

Solucgéo:

A fungao g(x) = |x| tem um “bico” no ponto do grafico (0,0) ‘

Este fato é fundamental, pois permitira intuitivamente ver que em geral:

« uma fungao continua f que tem um “bico” no ponto do grafico (xq,f(xo))

nao tem derivada em x,.

» Para a curva y = |x| existem as retas tangentes em todos os pontos da
forma:

’ (%0, |x0]) cOM x¢ < 0 OU X > O‘

Mas no ponto (0,0), a curva y = |x| ndo tem reta tangente

Este fato € também fundamental, pois permitira concluir que:

* uma funcao f continua em xy que nao tem reta tangente ao grafico em

(x0, T(x0)) n@o tera derivada em x.

3.1.1 Caracterizagbes de derivada

Continuidade sem bicos equivale a derivabilidade, como € dito no seguinte re-
sultado:

Proposicao 3.2: uma fungao f admite derivada num ponto xy, do seu dominio
se e somente se f € continua em x, e seu grafico ndo tem bico em (xo, f(xo)).
Em outras palavras, a derivabilidade de f em x, € equivalente a existéncia do
limite

m f(xo + Ax) — f(xo))

li
Ax—0 Ax

ou ainda equivalentemente, a existéncia e igualdades dos limites laterais

lm f(xo + Ax) —f(x0) _ lim f(xo+Ax)—f(xo)'

Ax—0+ Ax Ax—0~ Ax 69




70

Observacao 3.3: a Proposicao 3.2 pode ser aplicada a funcao médulo de x,
a qual nao possui derivada em x, = 0, pois vimos intuitivamente que tem um
"bico’em (0, |0]) = (0,0). De fato, isto é porque os limites laterais existem

. |0+ Ax|—|0] . |AY] . Ax
lim ST gy 2 g 22
Ax—0+ Ax Ax—0+ AX -~ Ax—0+ Ax
Ax>0
. |0+ Ax|—|0] . |AX] . —Ax
lim —————— = lim — = lim — =-1,
Ax—0~ Ax Ax—0+ AX —~ Ax—0* AX
Ax<0

mas sao distintos, jaque 1 = -1.
Exemplo 3.3: a funcgéo continua f(x) = x* tem derivada em todo x ¢ R.

Solugao: com efeito, como f € continua em todos os pontos do seu dominio
Dom(f) = R, basta observar que o grafico de f nao tem “bicos” por ser o grafico

da parabola y = x*. Vejamos que o fato dos limites laterais

2 2
lim f(xo + Ax) — f(x0) - lim (x0 + Ax)” —x§ - lim 2x0Ax _ 2%
Ax—0t Ax Axaxg Ax AX%XS Ax
f Ax) - f + Ax)? - x2
lim (xo + Ax) = f(xo) = lim —(XO )" =% = lim 2XoAx = 2xo
Ax—0~ Ax Ax—>x6 Ax Ax—>x5 Ax

existirem e serem iguais implica existir o limite (3.1) para qualquer x, € R e assim,

f é derivavel em R.

Observacao 3.4: com esta nogao de derivada podemos dizer que qualquer
funcao constante, linear, polinomial, racional, trigonométrica, logaritmica ou ex-
ponencial possui derivada em todos os pontos de seu dominio e em particular

sao continuas.

3.1.2 Notagbes

1. Emy = f(x), y & a variavel dependente e x € a variavel independente. A
notagao % da derivada de y em relagdo a x é devida a Leibniz!. Esta
notacdo é usada para indicar a derivada de f em relacao a variavel x.

Assim,
f(x + Ax) — f(x)
Ax '

dy .
=2 =1
Y dx (x) A)ch—I}O

~ 2y g . . ~ . ,
2. A notacao % indicara a derivada de % em relagao a x, ou seja, sera
usada para indicar a derivada da fungao que associa a cada x o valor f'(x)

! Gottfried Leibiniz (1646-1716) foi um matematico e fildsofo alemao que desenvolveu inde-
pendentemente o Calculo Diferencial, introduzindo neste sua prépria notagdo. Essa notagao foi
amplamente adotada desde a sua publicagao.



nos casos em que existe f'(x). Assim, temos as seguintes notacoes para

a derivadas de segunda ordem na variavel x

2

Problema 3.1: use o GeoGebra para visualizar os graficos de funcoes, suas
derivadas e as suas derivadas de ordem superior. Digite f(x)=x"3-x"2-1 na
entrada do programa. Logo digite £’ (x) e veja que o GeoGebra apresenta a
derivada e seu grafico. Faga da mesma forma com £’ (x) etc. Faga manual-
mente as derivadas e use o0 GeoGebra para conferir suas contas e os esbogos
dos seus graficos.

Proposicao 3.3: sejam k ¢ R e n € N. Entao, valem as seguintes férmulas:
i) f(x)=k = f'(x)=0.

i) f(x)=x" = f'(x)=nx"".

iif) f(x)=x" = f'(x)=-nx ™, x=0.

) f(x)=x"" = f(x)=(1/n)x1™-1 x>0senforparex=0,sen for

impar (n > 2).
v) f(x)=e* = f'(x)=¢€"
vi) f(x)=lnx = f’(x)::—(,x>0.
vil) f(x)=senx = f'(x)=cosx.

viit) f(x)=cosx = f’(x)=—senx.

3.2 Regras de derivacao

Regra da derivada da soma, da diferenca, do produto e do quociente de funcdes
derivaveis. Sejam f e g duas fungdes derivaveis em x. Entdo, valem as seguintes
propriedades:

—

() + ()" = 1(x) + ¢'(%).
- () =9()" = 1"(x) = ¢'(%).

- (F(x) - 9(x)" = F'(x)g(x) + f(x)g" (%)

00 | e ~fg')
'(g(x))‘ O

N

w

N
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Exemplo 3.4: vamos verificar que a funcao tangente

COosSX

tgx =
& sen x

tem por derivada

(tgx)’ = sec’x,

1 . ~
no qual secx = define a funcao secante.
C

0osX
- senx . . . L ;.
Solugao: como tgx = —— e pela identidade trigpnométrica basica
COS X

sen’ x + cos® x = 1,

temos que

senx)’ _ (senx)’'cosx —senx(cosx)’

(ts ) - (

cosx cos?x

cos?x +sen? x 1

= SeC2 X.

cos2x cos?x

Figura 3.2 Grafico da fungéo y = senx.

Figura 3.3 Grafico da fungao y = cosx.



10 y=tgx
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|
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A

w

A
N
A

Figura 3.4 Grafico da fungdo y = tgx.

Figura 3.5 Gréfico da fungao y = secx.

3.3 Regra da cadeia

Como calcular a derivada da fungao composta f o g hum ponto x do dominio g?
A resposta a é dada pela regra da cadeia no resultado seguinte, que determina
a derivada da composicao de fungdes derivaveis.

Teorema 3.1 (regra da cadeia): se f e g sdao duas fungoes derivaveis com a

imagem de g sendo um subconjunto do dominio de f, entao,

i) afungao composta f o g € derivavel nos pontos do dominio de g;

i) (fog)'(x)=1'(g(x))g'(x), xeDom(g).
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Observacao 3.5: outra maneira de ver a regra da cadeia é a seguinte:

4y _ dy du

= (f - = bkl
sey=(fog)(x) e u=g(x) = ™ Tu dx

—— —_— ——
(fog)'(x)  '(g(x)) g’ (x)

Nao € possivel simplificar os du na regra da cadeia.
Exemplo 3.5: calcule a derivada de y = (3x% + 1)3.

Solugdo: faca f(x) = u?, no qual u = 3x% + 1. Assim,

d(w’)  du  d(w’) _d(B3x*+1)

f'(x) = 3(3x2 + 1) = 18x(3x% + 1),

dx dx du dx
4@3x2+1) 32 6x
dx ——
3(3x2+1)2

ou seja,

f(x) = 18x(3x* + 1)

A seguir apresentamos férmulas que utilizam a regra da cadeia.

Proposicao 3.4: seja g uma fungao derivavel. Entao, valem as seguintes formulas:

i) [eg(x)]’ = eg(x)g’(x)_

_9'(x)
g(x)

itl) [cos(g(x))]" = -g'(x)sen(g(x)).

i) [In(g(x)])’

) [sen(g(x))]" = -g'(x) cos(g(x)).

v) (g™ =nlg(x)]" g’ (x), VYneZ-{0}.

=

vi) [(9())'/™) = Lg()]""g'(x), vneZ-{0}.

Exemplo 3.6: calcule a derivada de y = x?e* a respeito da variavel x.

Solugéo: primeiro use o fato de x?e>* ser um produto de funcdes e logo use a
regra da cadeia, assim
yl _ [XZeSx]l _ [XZ]/ eSx +X2 [e3x:|/ _ ers" +X2€3X3.
2x e3x [3x]’

——
3

Portanto,

y'=(2x+ 3x2)e3".



3.4 Derivada de f(x)9®)

Comegaremos com um exemplo.

Exemplo 3.7: como calcular a derivada da curva
y=x~ (3.4)

relativa a variavel x.

Solucdo: faremos em trés passos o calculo da derivada.

1. Primeiro aplique a fungao logaritmo neperiano aos dois membros da equagao
3.4. Obtemos
In(y) =ln(x*) = Iny=xlnx. (8.5)
N— —

xlnx

2. Depois aplique a funcao exponencial aos dois membros de (3.5). Assim

elny _ exlnx - XX = exlnx. (36)
——
XX

3. Agora derive os dois membros da equacao (3.6) na variavel x
(x)' = (eInx)" = "™ *(xInx)" = ™ (Inx + 1) =x*(Inx + 1).

Portanto, segue-se que

’(XX)’ =x*(Inx + 1)‘

Exemplo 3.8: calcular a derivada de
y=3"

relativa a variavel x.

Solugao: faremos em dois passos o calculo da derivada.
1. Comece pela conclusao do item 2 do Exemplo 3.4. Assim, obtera a equacao
3% = e><1n3
2. Logo, derive a equagao anterior
(3)()/ — (eX1n3)/ — eX1n3(X1n3)/ _ eln(3x)(1n3) — 3X1n3

Portanto,
(3*)'=3*In3
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Proposicao 3.5: sejam f e g duas fungdes derivaveis no mesmo dominio com

f(x) > 0 para todo x € Dom(f). Entao,

[f(x)999]" = £(x)9M[g(x) Inf(x)]’

Exemplo 3.9: determinamos de forma implicita a derivada da curva dada pela
equacao x* +y% = 1 que representa uma circunferéncia centrada na origem e de
raio 1.

Solugao: facay = f(x) e substitua na equacao da circunferéncia. Assim, obtera
a equacao

K+ (F(x) =1,
gue derivamos em os ambos lados em funcao da variavel x. Assim
d 2 d
— f =—(1).
08+ (109)%) = (1)

—
0

%(XZH%((G(X))Z)

———
2x N

2f(x)f/(x)

Logo,

x4 2f()f'(x) =0 = 26()f'(x) =-2x = |f'(x) =5

Desta forma, conseguimos determinar a derivada da fungao f(x) implicitamente,
ou seja, sem ter uma férmula explicita que a define.

Exemplo 3.10: vamos calcular a derivada da fungao y = arcsenx, que € a in-
versa da fungdo seny = x, no sentido de que seny = sen(arcsenx) = x para todo
x € [-1,1].

Solugao: observe na calculadora ou no GeoGebra que para valores x € [-1,1]
existe um unico valor y € [-m/2,7/2], tal que seny = x. Esta equagdo define
implicitamente uma fungao denominada arco-seno e € indicada por y = arcsen x.
Assim, temos

seny=Xx <= Y =arcsenx.

1. O dominio da fungéo arcsen é o intervalo [-1,1].
2. A imagem da funcdo arcsen é o intervalo [-7t/2,7/2].

3. A derivada da fungao y = arcsen x é dada por

(arcsen x)’ = 1 ,  —l<x<1.

V1-x?




Justifigue por que a derivada de arcsen x € dada assim.

Sugestao: derive implicitamente a equagao seny = x em funcdo de x e

use o fato que cosxy/1 - sen?y.

Figura 3.6 Gréfico da fungao y = arcsenx.

3.5 Aplicacoes das derivadas

A seguir apresentamos algumas aplicagoes das derivadas de fungodes.

1. A primeira aplicagao € para calcular retas tangentes e normais ao grafico

de uma fungao.

2. A segunda aplicagao é para calcular limites indeterminados usando a Re-

gra de L'Hopital?, para limites indeterminados tipo 0/0 ou co/co.

3. A terceira aplicagao sera determinar os intervalos de crescimento e de-
crescimento de uma fungao, bem como os pontos de maximos e minimos

locais e globais.

4. A quarta aplicagcao é para determinar os intervalos de concavidade do

grafico de uma fungao, bem como os pontos de inflexao.
5. A quinta e ultima aplicagao é o esbogo do grafico de fungoes.

Outras aplicacdes de derivadas podem ser exploradas e estudadas pelo leitor

nas referéncias ou em outros livros de calculo.

2Guillaume de I'Hépital (1661-1704) tem seu nome fortemente associado a essa regra, mas as
evidéncias histéricas apontam o matematico sui¢co Bernoulli como sendo seu descobridor. Nao
obstante, Hopital foi o primeiro a publica-la em um livro-texto de Calculo Diferencial.

77



3.5.1 Reta tangente ao grafico de uma funcao

Se f é uma funcgao derivavel em x,, sabemos que

F(xo) = lim fxo+ Ax) —f(xo) _

t
Ax—0 Ax ’

no qual m; é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da fungao f no
ponto (xo,f(x0)), que é dada pela seguinte formula:

Y - f(x0) = ' (x0) (x = x0) | (3.7)

Exemplo 3.11: qual é a equagao da reta t, que tangencia a parabola y = x?, no
ponto P = (-1,1)?

Solugéo: sendo y = x?, pela regra de derivacéo dada na Proposicao 3.3, temos
(x*)" = 2x. Em P temos x = —1. O coeficiente angular da reta t é dado por

my=f'(-1)=2-(-1)=-2.
Assim, a reta t, tangente & curva y = x> no ponto P, tem equacao
y-T=(=2)(x-(-1)),

ou seja, y = —-2x — 1 apresentada na Figura 3.7.

Figura 3.7 Representacgdo grafica da curva y = x? e da reta t, tangente a curva no
ponto P = (-1,1).

Exemplo 3.12: determine o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da

pardbola y = f(x) = 3 - 4x — x?, no ponto de abscissa (primeira coordenada) 3.



Determine a equacao dessa reta. Em qual ponto do grafico a reta tangente ao
grafico é horizontal?

Solugdo: o coeficiente angular da reta tangente a curva (parabola) y = 3—-4x—x?,
no ponto de abscissa 3, € m = f’(3). Como f’(x) = -4 -2x,temos m=-4-2-3 =
-10.

O ponto do grafico, com abscissa 3, é o ponto P = (3,f(3)) = (3,-18). A
equagao da reta pedida é y — f(3) = f'(3)(x - 3), ou seja, y + 18 = —=10(x - 3).
Simplificando esta equagao, ela ficay = -10x + 12.

No ponto (x,f(x)) em que a reta tangente € horizontal, temos m = 0, ou
seja, f'(x) = 0. Logo, x = —2. Assim, o ponto procurado € (-2,f(-2)) = (-2,7).
Exemplo 3.13: a reta tangente ao gréfico da funcdo f(x) = x> — x no ponto
(2,f(2)) éy=3x-47
Solucdo: sim, pois ao aplicar a formula (3.7), obtemos

y-f2) = f'2)(x-2) = y-2=3(x-2) = y=3x-4,
—_ ——

2 3

pois

f'(x)=(x*-x)" =2x-1 = f'(2)=2-2-1=3 e f(2)=3-(2)*-4=2.

3.5.2 Reta normal ao grafico de uma funcao

A reta normal ao grafico de f no ponto (xo,f(xo)) é a reta perpendicular a reta
tangente e f no ponto (xo,f(xo)). Lembremos que as inclinagdes da reta tan-

gente e reta normal, respetivamente denotadas por m; e m,, verificam
my-my = -1, (3.8)

Portanto, temos dois casos:

1. Quando m; = f'(xg) # 0, segue-se de (3.8) que m, = - = —f,(‘—XO). Logo,

mt

a equagao da reta normal a f no ponto (xo, f(xo)) € dada por

Y~ (x0) = ~ 5y (x = %0) (3.9)

2. Quando m; = f'(x) # 0 a reta normal é dada por

X =X (3.10)
——
equacao da reta normal, pois a reta tangente € y = f(xo)
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Exemplo 3.14: areta normal ao gréafico da fungao f(x) = x>—x no ponto (2, f(2))
éy= —%x -4?

Solugao: sim, ja que f'(2) = 3 # 0. Assim, podemos aplicar a férmula da reta
normal (3.9) e obter

1

y-f(2) = B0

(x-2) = y-2=-13(x-2),

Entao,

y:—%x—4.

Problema 3.2 (atividade com GeoGebra): realize uma atividade no GeoGebra
para visualizagao das retas tangentes e normais no ponto de abscissa x¢ = % das
funcoes

1. f(x) = ~2¢¥* (tipo exponenciais),

2. g(x) =1n/x (tipo logaritmicas),

3. h(x) =sen(cos(x)) (tipo trigonométricas),

4. 1(c) = cotg(x?),

5. k(x) = cosec(x),

6. m(x) = arctgx (tipo inversa de trigonométricas),

7. t(x) = arccos(x).

»
!

> X

I I
=27 Nz T

Figura 3.8 Gréfico da fungao y = cotgx.



Figura 3.9 Grafico da fungao y = cosecx.

Figura 3.10 Grafico da fungdo y = arccosx.
3.6 Regras de L'Hopital

3.6.1 Caso0/0

Sejam f e g duas fungGes derivaveis no conjunto A =]xo — €,xo + €[—{xo}, para

algum e > 0 e com g’(x) # 0 para todo x € A. Nestas condicoes:

!
se lim f(x) =0, lim g(x) =0 e existe o limite lim f,(x),
bt X0 x=>xo g’(x)

~ : . oo f
entao, podemos afirmar que existe o limite lim % e vale:
X=Xo g(X

tim 1) _ pi £

x=%0 g(x)  x=%o g'(x)

Esta regra continua valendo se substituirmos x — xo por x - x5, X = x; OU por

X — +00 OU pOor x — —oo.

Este tipo 0/0 é conhecido como Primeira Regra de L'Hopital.
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Figura 3.11 Grafico da fungao y = arctgx.

Exemplo 3.15: vamos determinar o seguinte limite

limx5—6x+8x—3

x> x* -1 ’
usando a Primeira Regra de LHopital.
Solugdo: observe primeiro que f(x) = x> —6x +8x -3 e g(x) = x* - 1, séo
fungdes derivaveis em todo R em particular no subconjunto A =]0.9,1.1[-1 e

que g’(x) = (x*-=1) =4x>+ 0 em A. Mas

5_ 43 _ 5_6.13.8.1—
1 1‘(x):1 X’ -6x’+8x-3 1°-6-1 +8-1 320/0)
x—1 (X) x—1 X4 -1 ]4 -1
. o . L fx)
€ um limite indeterminado. Por outro lado, temos que 111111 e existe, ja que
X—)
/ 5 3 LY 4 _ 2 _
limf(x) i (x> —6x° +8x—3) :limsx 18x~+ 8 3:_5
x=>1g7(x)  x-1 (x*-1)’ x—1 4x3 4

Assim, pela primeira regra de LHopital concluimos que

. X -6 +8x-3 . (X°-6x°+8x-3) 5
lim =lim =——.
x—1 x4 -1 x—1 (X4 - 1)’ 4

3.6.2 Caso +o0/ + o0

Sejam f e g duas fungdes derivaveis no intervalo aberto I =]a, xq[, com g’(x) # 0

para todo x € I. Nestas condicoes,

. - . f! - o
se lim f(x) = +o0, lim g(x) = +o0 € existe o limite lim () (finito ou infinito),
X=Xy X=X, X=X, g (X)
~ . . . f(x)
entdo, podemos afirmar que existe o limite lim —= e que vale:
x=x 9(x)

A
tim 10 _ g f,(x)
x=x5 g(x)  x=x5 9'(x)




Esta regra continua valendo se substituirmos x - x; por x — x;, x = +oo OU por

X = —00.
Este tipo +o0/ + 0o € conhecido como segunda regra de L'Hopital.

Exemplo 3.16: vamos verificar que
li =
e 2x — 1

+00

usando a segunda Regra de LHopital.
Solugao: observe que f(x) = e* e g(x) = 2x -1, séo fungdes derivaveis em todo

R em particular no intervalo I =]30, +oo[ € que g’(x) = 2x # 0 em 1. Mas

lim f(x) .. e +00 voof +

_ 7 = = = o o0

x—too g(x) x>Foo 2x =1 2-(+00) +1 ’

, . . o f(x)

€ um limite indeterminado. Por outro lado, temos que o limite 111+n 9'(%) existe,

jaque
! xX\/ X
1 f(x): i —(e) = lim e—:g:+oo.
X—+00 g’(x) X—>+00 (sz - ])’ x—>+oo 2 2
Assim, pela segunda regra de LHopital concluimos que
. ex s (ex)/ e eX ~
X1—1>IP00 2x -1 _XEIEI&W _x1—1>£no<>7 = too.

3.7 Crescimento e decrescimento de uma funcao

Definicao 3.1: uma fungao f é crescente (estritamente crescente) no intervalo

I, se qualquer x1,x; € I com
x1<x2 = f(x1)<f(x2). (f(x1)<f(x2)).

Notacao: f .~ em I denotara que f € crescente no conjunto 1.

o) ———————————
f)—————

f(x,)

f(x) cresce

X b—_—————

|
|
|
|
|
|
X

X |————=

1 2
_—

quando x cresce

Figura 3.12 f é crescente (estritamente crescente) em um certo intervalo I.

Definicao 3.2: uma fungao f é decrescente (estritamente decrescente) no inter-

valo I, se qualquer x1,x; € I com

X1 <X2 = f(X]) > f(Xz) (f(X]) > f(Xz)).
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Notacao: f \» em I denotara que f é decrescente no conjunto I.

f(x)
f(x) decresce f(x)

f(x;)

0

quando x cresce

Figura 3.13 f é decrescente (estritamente decrescente) em um certo intervalo I.

Teorema 3.2 (critério de crescimento e decrescimento): seja f uma fungao

no intervalo 1. Valem as seguintes afirmacdes

i) Sef’(x)>0paracadaxel, entdo, f » em L.

i) Sef’(x) <0 paracadaxcel, entdo, f ~ em L.

a Ib
[

Y S—

Figura 3.14 Se a derivada f’(x) se mantém positiva quando a < x < b, 0s coeficientes
angulares das retas tangentes ao grafico sao sempre positivos, e assim a
fungao é crescente no intervalo [a, b].

—— =T

Figura 3.15 Se a derivada f’(x) se mantém negativa quando a < x < b, as retas tan-
gentes ao gréafico sao inclinadas para a esquerda, e assim a funcao é
decrescente quando a < x < b.

Exemplo 3.17:



a) A funcao linear f(x) = ax + b € crescente em R quando a > 0 e € decres-

cente em R quando a < 0.

Solucao: aplicando o Teorema 3.2, temos que
f'(x)=(ax+b) ' =a>0 = f em R.

De fato, observamos que para todo x € R a desigualdade f'(x) = a > 0 vale,

pois a > 0. Portanto, concluimos que
f~ emR=]-o00,+00].
Fica claro que o caso no qual f x em R vai acontecer quando a < 0.

b) A fungéo f(x) = x* é crescente em ]0, +oo[ e decrescente em ] — oo, 0[

Solugao: aplicando o Teorema 3.2 e a regra do “tombo”, temos que
f'(x)=(x*)"=2x>0 = x>0 = f em ]0,+oo[.
Para verificar qual é o conjunto no qual f \, basta observar que

f'(x)=(x*) =2x<0 = x<0 = f em ]-o0,0[.

Definicao 3.3: seja f uma funcao.

1. Diremos que um ponto xy € Dom(f) € um ponto de maximo local de f
quando existe um intervalo fechado [a,b] contido no dominio de f e que
contém xo, tal que

f(xo) > f(x), xela,b].

2. Diremos que um ponto xo € Dom(f) € um ponto de minimo local de f
quando existe um intervalo fechado [a,b] contido no dominio de f e que
contém xy, tal que

f(xo) < f(x), xe€[a,b].

Observacoes 3.6:

1. Se f é crescente num intervalo fechado [a,b] com a < b, entdo o ponto b

€ um ponto de maximo de f.

2. Se f é decrescente num intervalo fechado [a,b] com a < b, entdo o ponto

a é um ponto de minimo de f.
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o) - ——

/N

|
|
|
|
| |
B
| l '
a Xo b
Figura 3.16 x; é um ponto de maximo local. Se f tem derivada em x,, entao f'(xo) = 0,

pois no ponto (xo,f(xo)) a reta tangente ao grafico deve ser horizontal.

f(xo) -

|
|
|
|
T
|
!

a

Xo b

Figura 3.17 x, € um ponto de minimo local. Se f tem derivada em x,, entao f'(xy) =0,
pois a reta tangente ao grafico no ponto (xo, f(xo)) deve ser horizontal.

3. Se xp € Dom(f) =]a,b[ e f & ~ (crescente) no intervalo |xo — €,xo[ € € X
(decrescente) no intervalo ]xo,xo + €[, para algum e > 0, obtemos que x( é

um ponto de maximo local de uma fungéo f.

4. Se xp € Dom(f) =]a,b[ e f € \ (decrescente) no intervalo ]xo — €,xo[ € a
seguir € ~ (crescente) no intervalo ]|xq,xo + €[, para algum e > 0, temos

que xo € um ponto de minimo local de uma fungao f.

Problema 3.3: verifique que a fungao

Inx

f(x) =

CoS X
tem infinitos pontos de maximo e minimo locais no Dom(f) dado por
Dom(f) = Dom(ln)nDom(cos) - {xeR/cosx +0}

10, +oo[-{x e R/cosx # 0}
10,00[— {km+ 5[k =0,1,2,3,...} .

Sugestao: faca no GeoGebra o grafico da fungao f.



3.8 Concavidade

Definicao 3.4: se o grafico de f estiver acima de todas as suas retas tangentes
no intervalo I, diremos que o grafico de f nesse intervalo é céncavo para cima
em 1. Se o grafico de f estiver abaixo de todas as suas retas tangentes em I, €

dito céncavo para baixo em 1.

Notacdo: a concavidade para cima (respectivamente para baixo) de f ou

da curva y = f(x) sera denotada pelo simbolo - (respectivamente ~).

Figura 3.18 Neste grafico a curva y = f(x) & cOncava para cima, para valores de x
em um certo intervalo aberto I. Neste caso, a inclinacao da reta tangente
ao grafico, no ponto (x, f(x)), aumenta a medida que x cresce, ou seja, a
derivada f’(x) é crescente em I, e assim (f’(x))’ > 0, ou seja, " (x) > 0.

Figura 3.19 Neste gréafico a curva y = f(x) é concava para baixo, para valores de x
em um certo intervalo aberto I. Neste caso, a inclinagao da reta tangente
ao grafico diminui a medida que x cresce, ou seja, a derivada f'(x) €
decrescente em I, e assim (f'(x))’ <0, ou seja, f”(x) < 0.

Teorema 3.3 (critério de concavidade): seja f uma funcao duas vezes dife-
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renciavel em I. As seguintes afirmagdes sao validas:

1. Se f”(x) > 0 para todo x em I, entao, o graficode f é - em L.

2. Se f”"(x) < 0 para todo x em I, entao, o graficode f é ~em L.

Exemplo 3.18: seja f(x) = (x—1)(x+2)(x-3) = x> - 2x* - 5x + 6 para todo x € R.
Vamos determinar os intervalos de concavidade de f.

Solucao: pelo Teorema 3.3, temos que
f7(x) = (x* - 2x* =5x+6)" = (3x* —4x-5)" = 6x -4

Logo

f’'(x)=6x-4>0 = x> g =§, e f'(x)=6x-4<0 = x<§
Assim, a curva y = f(x) é -« (cOncava para cima) no intervalo ]§,+oo[ eeé -~
(cbncava para baixo) no intervalo | — oo, %[.

Observe que o ponto % € um valor do dominio no qual a concavidade muda,
passa de concava para baixo em ] - oo, %[ para concava para cima ]%, +oo[. Este
tipo de ponto sera chamado ponto de inflexao da curva y = f(x).

Definicao 3.5: um ponto (xo,f(xp)) € um ponto de inflexdo da fungao f ou da

curvay = f(x) se existe um e > 0 tal que uma das duas condiges aconteca:

1. f & - (cOncava para cima) em |xq — €,xp[ € logo f € ~ (concava para baixo)

em ]Xo,Xo + 6[, ou

2. f é - (cOncava para cima) em ]xo — €,x¢[ € logo f é ~ (concava para baixo)

em Jxo,xo + €[.

Xo X
Figura 3.20 P é um ponto de inflexdo do grafico de f. Nesta ilustragao, a curva y = f(x)

€ cOncava para baixo antes de x,, € cOncava para cima depois de xo.

Problema 3.4: determine os pontos de inflexdo e os maximos e minimos locais
da fungao

f(x) = v/xsenx



no intervalo [0,20]. Além disso, calcule os pontos de maximo e minimo global

de f no intervalo [0,10].

Sugestao: use o GeoGebra para visualizar o grafico da fungao e ter uma ideia
de onde poderiam estar os dados solicitados. A

3.9 Estudo do grafico de funcoes

Nesta secao faremos um roteiro para a construcao de grafico de fungoes passo
a passo, que pode ser aplicado a qualquer fungdo, como no seguinte exemplo.

Usando a fungao sugerida, o resultado final encontra-se ilustrado na Figura 3.23.

Exemplo 3.19:

» Passo 1: digite na caixa de entrada do GeoGebra os dados da funcao e

pressione “Enter””.

Sugestdo: use a seguinte funcao

f(x)=4x/(x"2+1)

» Passo 2: explicite 0 Dom(f) e Im(f).

» Passo 3: quando corresponder, localize no grafico f as raizes, ou seja,

cada x € Dom(f) tal que f(x) = 0.

Sugestao: utilize o GeoGebra para determinar cada raiz como a abscissa

do ponto de intersecao do grafico de f com o eixo x.

» Passo 4: quando corresponder, calcule os limites laterais de f(x) quando

x tende ao ponto x; e nesse ponto a fungao nao é definida.

» Passo 5: quando corresponder, calcule os limites laterais de f(x) quando

x tende ao ponto x; e nesse ponto a fungao nao é continua.

« Passo 6: determine os intervalos de crescimento e decrescimento de f e

seus pontos de maximo e minimo locais ou globais.

Sugestao: se f € derivavel, use o Teorema 3.2 para calcular os intervalos
de ~ e \. O resultado para a fungao sugerida esta ilustrado na Figura
3.21.

* Passo 7: determine os intervalos de concavidade e destaque os pontos

de inflexao f.

89



Sugestao: se f é derivavel duas vezes, use o Teorema 3.3 para determinar
os intervalos de - e ~. O resultado para a funcao sugerida encontra-se
ilustrado na Figura 3.22.

» Passo 8: calcule os limites da funcdo quando x tende a +oco Ou quando x

tende a —co.

» Passo 9: quando corresponda determine os pontos criticos da fungéo f.

Sugestao: um numero ¢ do dominio de f € um ponto critico para uma
fungao f quando f’(c) = 0 ou quando f’(c) ndo existe. Portanto, para cal-
cular os numeros criticos de f, resolva a equagao f'(x) = 0. No GeoGebra
pode tracar o grafico da derivada de f e determine os pontos de intersecao

da curva y = f’(x) com o eixo x.

f(x) _ 0 4+ 0 _
fx) N -1 7 1 N X

Figura 3.21 Sinal da derivada e intervalos de crescimento e decrescimento da fungao
4x
f(x) = —5—.
(x) x2 +1

(x) _ 0 4 0 .
fg =3~ 0 7 3~ F

Figura 3.22 Sinal da segunda derivada e concavidades da fungao f(x) = )(24—1]



Ya
2 P I
o y = f(x)
e S S - >
L o 1 3 3 4 X
-1
,,,,,,,,,, ,_2
~ 4 L
Figura 3.23 Grafico da fungao f(x) = 2 j T Em destaque, pontos de maximo e de

minimo local e pontos de inflexao.

91






UNIDADE 4

Integrais indefinidas






4.1 Antiderivadas ou integrais indefinidas

Sendo f(x) e F(x) definidas em um intervalo I c R, dizemos que

’F € uma antiderivada ou uma primitiva de f, se F'(x) = f(x), para todo x € I

Ou seja, F € antiderivada ou primitiva de f se F € uma fungao cuja derivada € f.

Como primeiros exemplos, temos

f(x) primitiva de f(x)
3x? x3
2 2x
e* e*
senx —COSX

Observacao 4.1: se F é antiderivada de f em I e ¢ € uma constante, entao, F+c

também € uma antiderivada de f em 1.

De fato, se F'(x) = f(x), para todo x € I, entdo [F(x) +c]’ = F/(x) = f(x) e,
portanto, F(x) + c também é uma antiderivada de f(x) em I.
Exemplo 4.1: as fungdes f(x) = x>, g(x) = x> +5 e h(x) = x> - /2 sdo primitivas
da fungéo 1(x) = 3x2.

Veremos agora que, em um intervalo I, duas primitivas de uma mesma
funcao diferem entre si por uma constante.

Proposicao 4.1: se F; e F, sdo antiderivadas de f, em I c R (I um intervalo),

entdo, existe c € R tal que Fy(x) = F2(x) + ¢, para todo x € L.

Para demonstrar a Proposicao 4.1 faremos uso do resultado seguinte, o

qual aceitaremos sem demonstragao.
Lema 4.1: se f € continua no intervalo [a,b] e f/(x) = 0 para todo x €]a,b|,
entdo f é constante em [a,b], ou seja, existe ¢ € R tal que f(x) = ¢ para todo
x €[a,b].
Demonstragdo da Proposi¢ao 4.1: suponhamos que F{(x) = F;(x) = f(x) para
todo x € [, sendo I um intervalo de R.

Consideremos a fungao ¢ = F; - F».

Entéo, ¢'(x) = F{(x) - F5(x) = f(x) - f(x) = 0, para todo x € I.

Pelo Lema 4.1 ¢ é constante no intervalo I.

Assim, existe c € R tal que Fy(x) - F2(x) = ¢ para todo x € L.

Portanto, F;(x) = F2(x) + ¢, para todo x € L. ]

95



96

Definicao 4.1 (Integral Indefinida): sendo F uma primitiva de f no intervalo I,
chama-se integral indefinida de f, no intervalo 1, a primitiva genérica de f em I,
F(x) + C, sendo C uma constante real genérica. Denotamos tal fato por

f f(x)dx =F(x) +C.

Nesta notacdo, omite-se o intervalo I. Sumarizando,

f f(x)dx=F(x)+C <= F'(x)="F(x)

4.2 Integrais imediatas

Coletaremos agora algumas integrais indefinidas cujo calculo é imediato.

Proposicgao 4.2:

ch+1
1. [x“dx: +C,se o+ -1.
o+ 1
1
2. f—dx:ln]x]+C.
X

3. /senxdx =—-cosx + C.

N

. /cosxdx =senx + C.

(62}

) [e"dx=e"+C.

[¢2]

aX
: fa"dx: (a>0,a=1).
Ina

~

.fseczxdx:tgx+C.
8. fcoseczxdx:—cotgx+C.
9. fsecx-tgxdx:secx+C.

10. fcosecx-cotgxdx = —cosecx + C.

1
11. f ] +X2dx:arctgx+C.

1
12. / =arcsenx + C.
V1-x?

Para a dedugao das integrais acima, basta verificar que a derivada do se-
gundo membro, em cada igualdade, é a fungao que se encontra sob o sinal de

integragdo. Como exemplos temos



se x+ -1,

o+ 1 oo+ 1

/ _
(X“H) :(OC+1)'X“+] ] =x%.

Se x>0, (In|x])' = (Inx)" = )lc; esex<0, (In|x])" = (In(-x))’ = —lx (=x)" = )lc
Portanto,

1
(Infx))’ = -
X

(a*)" = a*-Ina, logo,

( a® )' a*lna
= =a”.
Ina Ina

4.3 Manipulacoes elementares de integrais
Suponhamos f f(x)dx =F(x)+Cy, e [ g(x) dx = G(x) + C,. Entao,

1. [F(x) + G(x)] = F'(x) + G'(x) = f(x) + g(x), logo,
/(f(x)+g(x))dx:F(x)+G(x)+C:ff(x) dx+f g(x)dx (C=Ci+Cy).

2. Sendo k uma constante real, [k-F(x)]" =k-F'(x) = k- f(x), temos que
f Kf(x) dx = kKF(x) + C =k f f(x)dx (kC; = C).

Reunimos os fatos acima, com outros também Uteis, na proposicao seguinte.

Proposicao 4.3: se f f(x)dx=F(x)+Ce [ g(x) dx = G(x) + C, entao, sendo
a,beR, a+0,

1. /[f(x)+g(x)]dx:/f(x) dx+/g(x) dx.

N

. fk-f(x)dx=k-[f(x)dx.

w

/f(x+b)dx:F(x+b)+C.

N

. [f(x—b)dx=F(x—b)+C.

(&)

. ff(b—x)dx:—F(b—x)+c.

o

/ f(ax) dx = ]EF(QX) + C.

7. ff(ax+b)dx:lF(ax+b)+C.
a
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Demonstracao: as duas primeiras propriedades ja foram deduzidas acima. Das
cinco propriedades restantes, as quatro primeiras sao consequéncias imediatas

da dltima, a Unica que deduziremos.

Por hipotese, F/(x) = f(x). Logo,
[Flax+b)]" =F'(ax+b) - (ax +b)’ = af(ax + b),

de onde
(lF(ax+b)) = 1: -af(ax+b) =f(ax +b).
a

Portanto,
1
/ f(ax+b)dx = aF(ax +b)+C.

4.4 Exemplos elementares

1. / cosx dx = senx + C. Em particular, valem as seguintes integrais:

(a) [cos3xdx= %sen3x+ C

T 1 3n
(b) /cos(Zx— 3?) dx = zsen(Zx— ?) +C
2. f e* dx = ¢* + C. Logo, valem as seguintes integrais:
(a) [ e Pdx=e""+C
(b) f e’ Xdx=-e*+C
(c) / e dx = %e5" +C

3. Calcularftgzxdx.

Solucdo: Ja que fseczxdx = tgx + C, temos cos’x + sen’x = 1, logo,

1 +tg?x = sec’ x. Entao,

ftgzxdx=f(seczx—1)dx:fsec2x—f1dx=tgx—x+C.

4. Calcular f(S cosx + cos 5x) dx.

Solucao:

f(Scosx+cos5x)dx:S/cosxdx+fcos5xdx

=5senx + %sen5x+ C.



5. Calcular/senxcosxdx.

Solugao: temos sen2x = 2senxcosx. Logo senxcosx = %sen2x. Entao,

fsenxcosxdx:%fsenbcdx

11 1
= E . z(_Coszx) +C= —ZCOSZX+ C.

6. Calcularfﬁ+]dx.

X

/\/§+]dX:f(£+l)dx
X X X
=/£dx+/ldx
X X
:/X_l/zdx+[ldx
X

12

:);7+1n|x|+C:2\/§+1n|x|+C.

Solucgéao:

4.5 Integracao por mudanca de variavel ou
integracao por substituicao

Suponhamos que

f f(x) dx = F(x) + C.

(4.1)

Suponhamos que x = @(t) é uma fungdo derivavel de t, para t em um

intervalo I ¢ R. Suponhamos definida em I a fungao composta f(@(t)).

Define-se a diferencial de x como sendo a expressao simbdlica

dx
dx = —dt = ¢’'(t)dt
X= o'(t)

(4.2)

Como veremos agora, podemos substituir x = @(t) na expressao 4.1, fa-

zendo dx = @’(t) dt, ou seja, de 4.1 obtemos

[ o) o' (1) at=F(o(1) + C.

De fato, aplicando derivacao em cadeia,

SIFo)] = [F)-

dt
=F'(x)-¢'(t)
=F(e(t)-0'(t)

=f(o(t))- @'(t),

(4.3)
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logo, f f(o(t))- @'(t) dt = F(o(t)) + C. Portanto,

ff(x) dx=F(x) + C —> ff((p(t))-(p'(t) dt = F(o(t)) + C,

pela mudanga de variavel x = ¢(t), tomando-se dx = ¢'(t) dt.

Na pratica, quando calculamos f f(p(t))@'(t) dt, tendo-se as consideragoes

acima, passamos pela sequéncia de igualdades:

[ ooty dt= [ f(x)ax =F(x) + C = F(o(1)) + C.

1
Exemplo 4.2: calcular f dx.
P V3-2x

Solugdo: comecamos fazendo a substituicdo u = 3 — 2x. Entdo, usando (4.2),
temos que

du= du dx = (3-2x)"dx = -2dx

Cdx - - '
Portanto,
1
dx = —zdu.

Assim, temos

1 1 1 1 1w/

dx:f—-(——)du:—— u ' du=--- +C

f\/S—Zx Ju \2 2 2141
——u?4+C=-u+C=-V3-2x+C.

Exemplo 4.3: calcular [tgxdx.

~ senx
Solugao: f tgxdx = [ dx. Como (cosx)’ = —senx, tomaremos u = cosx
C

08X
e teremos
du= du dx = (cosx)’dx = —senx dx
Cdx - - '
Assim,

-1 -1
ftgxdx:/senxdx:f (—senx)dx:f—du:—1n|u|+C
CosXx COS X u

=—In|cosx|+ C.

Exemplo 4.4: caIcuIar/secxdx.

Solugao: calcularemos esta integral por uma substituicdo que requer um truque.

fsecxdxzf secx-(secx+tgx)dX:[ sec2x+secx.tgxdx.
secx +tgx secx +tgx

Aplicamos a mudanga de variavel

u=secx+tgx,
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e teremos

du = (secx + tgx)’dx = (secx tgx + sec’ x)dx.

Logo,
1
[secxdx:/—du=1n|u|+C:1n|secx+tgx|+C.
u

X
Exemplo 4.5: calcularf dx
P Vx2+5

Solugao: note que (x* +5)’ = 2x. Isto sugere fazermos u = x? + 5, de onde
du = 2x dx,

ou seja,
xdx = %du.

Temos, entao,

/ X udu=u?+Cc=vVx2+5+C.
Vx2 +5 /\/_ 2 zf

4.6 Ampliando nossa tabela de integrais imediatas

Com a finalidade de dinamizar o céalculo de integrais indefinidas, ampliaremos a
lista de integrais imediatas da Secao 4.2, adotando como integrais “imediatas”

as quatro seguintes, que deduziremos em seguida.

Proposicao 4.4: sendoa>0e A 0,

dx 1 X
1. [m:aarctga+c

a+x
2. faz—x2 20 ‘

X
=arcsen — + C
a

+C

3 f dx
’ Va2 —x2
=lnjx+Vx2+Al+C

4 f dx
' VxZ+A
Demonstracao: /sz asz( )2

Fazendo ﬁ =y, temos dx = ady e, entao,

1
/a2+x2 a2[1+y2 Y= [y +]dy

1
:—arctgy+C——arctg—+C
a a
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Para deduzir a segunda integral, usamos a decomposi¢ao

1 %a
a2-x2 a+x a-x

Assim sendo,

1 1 1 1 1
4 :—f d —f d
.[az—xz x 2aJ a+x XJrZa a-x x

1 1
:Zln|a+x|—zln]a—x]+C

1 1 la + x| 1 a+x

2a  |a-x| 2a

+ C.

a—x
Para deduzir a terceira integral, fazemos uso da integral indefinida

f ; dx =arcsenx + C
V1-x2
e procedemos a mudancga de variavel, tal como no calculo da primeira integral
acima. O leitor podera completar os detalhes.
Para deduzir a quarta integral, recorremos a um recurso diferente. Mostrar-

emos que

(Infx + VX2 +A|) = L

2

X
+
>

De fato, sendo u=x+VxZ+Ae (yw)' = ﬁ -w’, temos

.u’

gl=

(Injx + VX2 +A]) = (Infu|)’ =

:
=—————  (x+Vx2+A)’
X+ VX2 +A ( )
1 1

=— (14— Ix
X+ Vx2+A ( VX2 + A )
~ 1 \/x2+)\+x_ 1
X+VX2+A VX2 HA VXEFA

4.6.1 Nossa tabela de integrais imediatas

Adotaremos como integrais imediatas as integrais da Tabela 4.1 dada a seguir.
Esta tabela inclui as integrais imediatas da Proposi¢ao 4.2, algumas integrais

calculadas em exemplos anteriores e as integrais da Proposigao 4.4.



Tabela 4.1 Tabela ampliada de integrais imediatas (nas ultimas linhas, a > 0 e A % 0).

uoc+1
C -1
o +C (ax#-1)

fu“du:

1
f—du:1n|u\+C
u

/senuduz —cosu+ C

fcosudu: senu+ C

feuduzequC

fauduzli—a(cwo,a;t])

fseczudu:tgu+C

/ cosec’ udu = —cotgu+C

fsecu-tgudu: secu+ C

f cosecu-cotgudu=—-cosecu+ C

fsecuduz In|secu+tgu|+C

f cosecudu = —In|cosecu + cotgu|+ C

f 1+1—uzdu: arctgu+ C

du = arcsenu + C

| 5=

du 1 u
_& L larctgtac
/az+u2 aarcga

a+u

/&_Lln
a2-u2 2a

’+C
a-u

u
=arcsen — + C

[ du
\/az_uz a

du
=lnfu+Vur+A[+C
f\/u2+?\ | |

4.7 Problemas

Calcule as integrais indefinidas seguintes, utilizando, quando necessario, mudanca

de variaveis. Sempre que julgar conveniente, faca uso da tabela de integrais in-

definidas Tabela 4.1.

1. [(x+\/7_<)dx.

Resposta: X + 2% 4 C,
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f (xz N SL\/;)Z dx.

Resposta: ¥ + 3x2V/x2 +33/x+ C.

3. /senaxdx.

. cos ax
Resposta: -2 + C.

4. f X gy
X
Resposta: %JFC.

Sugestado: faca u=Inx.

1
s [ a
sen?3x

. _cotgdx
Resposta: >=+C.

dx
3x-7
Resposta: 31n[3x-7|+C.

7. / tg 2x dx.

Resposta: -1 1In|cos2x| + C.

8. fcotg(Sx—7)dx.

Resposta: 3 In|sen(5x - 7)| + C.

X
9. f tg > dx.
cotg 3 X
Resposta: 31n|sen 3|+ C.
10. f tg(psec2 @ de.
Resposta: Jtg?¢ +C.
Sugestao: faca u =tg .
11. fsenzxcosxdx.
Resposta: @ + C.
Sugestado: faga u =senx.
12. f cos® x sen x dx.

Resposta: —<="x | C.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

x dx

V2x2+3

Resposta: v2x2+3 +C.

Sugestao: faca u = 2x? + 3.

x2 dx

V31

Resposta: 3vx3+1+C.

sen 2x dx

V1 +sen2x
Resposta: 2v/1 +sen?x + C.

2

Sugestao: faca u =1+ sen” x.

arcsen x dx
V1=x2
2
Resposta: —ar‘:s;n X4 C.

arc cos? x dx
V1=x2

3
Resposta: —2<<s X 4 C,

3
f x dx
x2+1

Resposta: 1In(1+x?) + C.

X+ 1
fx2+2x+3dx'

Resposta: §1In(x? +2x +3) + C.

Sugestao: faca u = x% + 2x + 3.

cosx
—dx.
2senx +3

Resposta: JIn(2senx +3) + C.

f dx

xlnx’

Resposta: In|lnx|+ C.
Sugestao: faca u =Inx.

/ 2x(x* + 1) dx.

Resposta: (’g%)s +C.

f dx
cos?x(3tgx+1)
Resposta: 1In[3tgx +1|+C.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

to3
f gzx dx.
cos? x

Resposta: £* + C.

f e dx.

Resposta:

[ xe ™ dx.

Resposta: —%e"‘z +C.

Sugestao: faca u = —x?.

eX
/ 3 +4ex dx.

Resposta: ;1n(3 +4e*) + C.

dx
14+2x2°

Resposta: % arctg(v/2x) + C.

/ dx
V1=3x2
Resposta: % arcsen(v/3x) + C.

/ dx
V16—
Resposta: 1arcsen % +C.

3
dx
9x2+4°
Resposta: ¢arctg 3 +C.
dx
4-9x%

1 2+3x
Resposta: 151n |52 + C.

f dx

VXI+ 9

Resposta: In(x + Vx2+9) + C.
x%dx
5-x6

.1
Resposta: G In

X3+\/§
ERY + C.

Sugestao: tome x° = (x3)? e faga u = x

x dx
VT x4

Resposta:

%arc senx? + C.

Sugestao: faca u = x?.

3



X - arctgx
36. f
C1ex2

Resposta: 5 n(1+x%) - (arc tgx)? + C.

4.8 O método de integracao por partes

Ha essencialmente dois métodos empregados no calculo de integrais indefinidas
(primitivas) de fungdes elementares. Um deles € a integracao por substitui¢ao,
explorada anteriormente. O outro método é chamado de integragdo por partes,
0 qual exploraremos nesta segao.

Suponhamos que u = u(x) e v = v(x) sao duas fungdes derivaveis em um

certo intervalo I c R. Entéo, para cada x em I, temos

[u(x) - v(¥)]" =u'(x) - v(x) + u(x) -v'(x).

Assim sendo,

/[u'(x)v(x) +u(x)v'(x)] dx = u(x)v(x) + C,

ou seja,
f v(x)u'(x) dx + [ u(x)v'(x) dx = u(x)v(x) + C.

Podemos escrever ainda

f u(x)v'(x) dx = u(x)v(x) - [ v(x)u'(x) dx (4.4)

aqui considerando que a constante genérica C ja esta implicita na ultima integral.

Sendo u = u(x) e v=v(x), temos
du=u'(x)dxe dv=v'(x)dx,
e passamos da férmula 4.4 a forma abreviada

u-dv=u-v- [ v-du (4.5)
/ /

As formulas 4.4 e 4.5 sao chamadas férmulas de integragcao por partes.

Exemplo 4.6: calcular /xsenx dx.

Solucdo: Tomaremos u = x, € dv = senxdx. Teremos du = Tdx = dx e v =

f senx dx. Para os propositos da integracao por partes, basta tomar v = —cosx,

menosprezando a constante arbitraria da integral v = f senx dx, pois tal escolha
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da funcao v é suficiente para validar a férmula 4.5. Temos, entao,

fxsenxdx:fu-d\):u-v—fv-du
:x-(—cosx)—f(—cosx) dx

= —XCOSX + fCOSXdX =—xcosx +senx + C.

Exemplo 4.7: calcularfxlnxdx.

~ 1
Solucdo: tomamosu=Inx e dv=xdx. Temos du=—-dxev= / x dx.
X

2
Assim, v = % Obtemos, entao,

fxlnxdx:/u-dv:u-v—fv-du
X

2 2
x- 1
=—-lnx- [ —-—-d
> ‘Inx 7 3 dx
2 2 2
:%-lnx—/gdx:%-lnx—%+c

Exemplo 4.8: calcularfarctgxdx.

- - 1
Solugdo: faremos u =arctgx e dv = dx. E, entéo, du = ]

+x?
farctgxdx:/udv:uv—/vdu

=x-arctgx—[x-

dx, v =x. Logo,

1+x2 dx.

Para calcular a integral | = f X- dx procedemos a mudanga de variavel.

1+ x?
Fazendo w = 1 + xZ, temos dw = 2x dx e, entdo, x dx = %dw. Logo,

1 1 ,
]—/x-]+x2dx-fv—vdW—1n|w|+C—1n(1+x)+C.

Portanto,
f arctgxdx = x-arctgx —In(1 +x?) + C.

4.9 Uma estratégia para integrar por partes

Ao integrar por partes, uma integral da forma ff(x)g(x) dx, devemos sem-
pre escolher, entre as duas fungdes da expressao f(x)g(x) dx uma delas como

sendo o fator u e a outra como parte de uma diferencial dv.

Em outras palavras, podemos fazer u = f(x) e dv = g(x)dx ou u = g(x) e
dv = f(x) dx (ou ainda u = f(x)g(x) e dv = 1dx). Mas esta escolha ndo pode ser

feita de modo aleatorio.



Uma sugestao que funciona bem na grande maioria das vezes é escolher

as fungdes u e v segundo o critério que descreveremos abaixo.

Considere o seguinte esquema de fungbes elementares:

L | I | A | T | E

Logaritmicas Inversas de Algébricas | Trigonométricas | Exponenciais

trigonométricas

No esquema acima, as letras do anagrama LIATE sao iniciais de diferen-
tes tipos de fungdes. Uma estratégia que funciona bem é: ao realizar uma
integracdo por partes, escolher, dentre as duas funcbes que aparecem sob o
sinal de integral,

« como funcao u: a fungao cuja letra inicial de caracterizagao posiciona-se

mais a esquerda no anagrama;

» como formando a diferencial dv: a funcao cuja letra inicial de caracterizacao

posiciona-se mais a direita no anagrama.

Sumarizando, u deve caracterizar-se pela letra mais préxima de L e dv pela
letra mais proxima de E. Esta estratégia ja foi adotada nos exemplos desenvol-

vidos anteriormente.

1. Na integral f xsenx dx, Exemplo 4.6, fizemos
u = x (Algébrica) e dv = senx dx (Trigonométrica).
No anagrama LIATE, A precede T.

2. Na integral / xInx dx, Exemplo 4.7, fizemos
u =Inx (Logaritmica) e dv = x dx (Algébrica).

No anagrama LIATE, L precede A.

3. Na integral farctgx dx, Exemplo 4.8, fizemos
u = arctgx (Inversa de trigonométrica) e dv = 1 dx (Algébrica).
No anagrama LIATE, | precede A.

Exemplo 4.9: calcular / e* senx dx.
Solucdo: seguindo a sugestao dada acima, faremos u = senx (trigonométrica)
e dv = e* dx (exponencial). T vem antes de E no anagrama LIATE. Logo, temos

que du = (senx)’dx = cosx dx € tomamos v = e*. Entao,

/exsenxdx:/udv:uv—fvdu:exsenx—fexcosxdx.
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Parece que voltamos ao ponto de partida, ndao €?

Passamos da integral f e*senx dx a integral f e* cosx dx, esta equiva-
lente a primeira em nivel de dificuldade. Continuaremos, no entanto, a seguir a

receita do anagrama.

Na integral | = f e* cosx dx faremos u = cosx, dv = e* dx (estas fungdes u

e v sdo definidas em um novo contexto e referem-se a esta segunda integral).

Teremos du = (cosx)’dx = —senx dx, e v = e*. Entao,
I:/excosxdx:fudv:uv—fvdu
:e"cosx—f(—senx)e"dx

=e“cosx + f e*senx dx.

O resultado final é interessante. Chamando I = f e*senx dx,

I:fe"senxdx:exsenx—]
:e"senx—(excostr[exsenxdx)
=e*senx —e*cosx — L.
Portanto,
[=e*senx—-e*cosx -1,

ou seja,

21 =¢e*senx —e*cosx + C,

e, entao, obtemos

I= %(e"senx—e"cosx) +C.

4.10 Problemas

Calcule as seguintes integrais:

1. fxe" dx.

Resposta: e*(x-1) + C.

2. f Inx dx.

Resposta: x(lnx-1) + C.

3. fx“lnxdx (n=-1).

B n+1 1
Resposta: *— (Inx - —15) + C.

n+l1




N

10.

11.

12.

13.

14.

f In(1+x%) dx.

Resposta: xIn(x? + 1) — 2x + 2arctgx + C.

f xarctgx dx.

Resposta: j[(x?+1)arctgx —x] + C.

f arcsenx dx.

Resposta: xarcsenx +v/1-x2 + C.

f x arcsenx dx.

Resposta: %[(sz ~1)arcsenx +xv'1-x2] + C.

. / eV dx.

Resposta: 2eV*(y/x - 1) + C.
Sugestao: faga u = /x.

arcsen ﬁdx.
VX
Resposta: 2\/xarcsen/x +2v/1-x+ C.

f x cos® x dx.

2
Resposta: % +

%xsen2x+ %cost+ C.

2

Sugestao: cos®x = (1 +cos2x).

/ (x* + 7x — 5) cos 2x dx.

Resposta: (x? +7x — 5) %02 4 (2x +7) 082

f e® cos bx dx.

1
aZ+b?

Resposta: e (bsenbx + acosbx) + C.

xarcsenx
Vi—xZ

Resposta: x - V1 -x2arcsenx + C.

fln(x+\/1 +x2) dx.

Resposta: xIn(x + V1 +x2) - v1+x2+C.

sen 2x +C.

4
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UNIDADE 5

Novas técnicas para integrais indefinidas






5.1 Aintegral definida

Seja y = f(x) uma fungdo continua em um intervalo fechado [a,b]. Subdivida-

mos o intervalo [a, b] através de n + 1 pontos x¢, x1,X2, - .., Xn_1, Xn, tais que
a=%Xy<X] <X2 <+ <Xpn_1<Xn=Db.

Assim, [a,b] =[a=x0,x1] U [x1,X2] U U[Xi-1,Xi] U...U[Xn-1,Xn = b].
O conjunto de pontos p = {a = x¢,X1,X2,---,Xn-1,Xn = b} constitui uma
subdivisgo ou particdo do intervalo [a,b].

Tomemos pontos cy,cz,¢3,...,Cn-1,Cn €M [a, b], tais que
Ct € [Xo,)q] = [a,x1], Cy € [X],Xz], ...y, Ci € [Xi_1,Xi], ...y Cn € [xn_1,xn].

Sejam Ax; =x7 =Xy, AX2 = X2 — X1y vy AX{ =X — Xi_1y +v y AXp = X — Xn_7 €

formemos a soma

n
S= f(C] )AX] + f(Cz)AXz + e+ f(Cn)AXn = Zf(ci)AXi-

i=1
Esta é uma soma integral de f, no intervalo [a, b], correspondente a particao p

e a escolha de pontos intermediarios cy,...,cn.

Note que, quando f(x) > 0 em [a,b], a soma integral de f, S = i f(ci)Axq
i=1

€ a soma das areas de n retangulos, sendo o i-ésimo retangulo, para 1 <i<n,

de base Ax; e altura f(c;). Isto € ilustrado na Figura 5.1.

y
y =f(x)
flc,)
///I fic,)
f(c,)

flc,)

| .
asX, C X, C, X, C4 )\(3 X4 Cp >‘<n=b

AX, AX AX AX,

Figura 5.1 llustragao de uma soma integral de f, quando f(x) > 0.
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Seja A o maior dos numeros Ax;, Axy, ..., Ax,. Escrevemos
A = max{Axy,Axy,...,Axn} = max Ax;.

Tal A é também chamado de norma da partigao ¢.

A integral definida de f, de a até b (ou no intervalo [a,b]) € o nimero real

n

b
Y= [ f(x)dx=1limS= lim f(ci)Axq
a A—-0 3

max Ax;—0 i

Observacao 5.1: se f(x) > 0 no intervalo [a, b], quando max Ax; - 0, 0 nUmero

k de subintervalos tende a oo.

Os retangulos ilustrados na Figura 5.1 tornam-se cada vez mais estreitos
e numerosos a medida que max Ax; torna-se mais e mais proximo de 0.

n
Nestecaso, lim > f(ci)Ax; definira a drea compreendida entre a curva

max Ax;—0 i

y = f(x), 0 eixo x e as retas verticais x = a, x = b.

Sumarizando, se f(x) > 0 em [a,b], entao,
b
f f(x) dx = (area sob o grafico de f,de x = a até x =b).
a

Observacgao 5.2: por outro lado, se f(x) < O para todo x € [a,b], teremos
fb f(x) dx = —-A, sendo A a area (positiva) da regido plana compreendida entre
o%ixo x, 0 grafico de f, e as retas x = a e x = b. Note que, neste caso, feita uma
subdivisdo a = xg < X1 < X2 < - < X, = b e escolhidos os pontos cy,cy,...,Cn,
com c; € [xi_1,%i], parai=1,2,...,n, teremos

n

> f(ci)Ax; <0,

i-1

pois f(c;) < 0 para cada i, e Ax; > 0 para cada i.

Ay /y=f(x)

b
Figura 5.2 [ F(x)dx= A1 — Az + Az — Ay,

Observacao 5.3: se o grafico de f, no intervalo [a, b], € como o grafico esbogado

na Figura 5.2, entdo, sendo A;, A,, A3z e A4 as areas (positivas) indicadas na



figura, teremos

b
[ f(X)dX=A1—Az+A3—A4.
a

Observacgao 5.4: pode-se demonstrar que se f € continua em [a,b], o limite

n b
lim ) f(ci)Ax; = f f(x)dx
0i3 a

max Ax;—0 =

ndo depende das sucessivas subdivisées a = xy < x] < --- < X, = b € nem das

sucessivas escolhas de pontos ¢y, ¢, ...,cn, COM ¢; € [Xi-1,X;] para cada i.
Assumiremos sem demonstragao as propriedades seguintes.

Proposicao 5.1: se f e g sdo continuas em [a, b], entdo, sendo k uma constante

ea<c<b,
b b b
1. [a (f(x)+g(x))dx:[(1 f(x)dx+[(1 g(x) dx.
2. fbk-f(x)dx:k-/bf(x)dx.

3. [acf(x)der [be(x)dx:[abf(x) dx.

b b
4. se f(x) < g(x), para todo x € [a, b], entao, f f(x) dx < f g(x) dx.

a a

Observacao 5.5: se f é continua em [a, b], sdo adotadas as seguintes convengoes:

(i f f(x) dx = 0.

(if) Laf(x) dx:—[abf(x) dx.

Adotadas essas convengdes, a Proposigao 5.1, acima enunciada, continua ver-
dadeira qualquer que seja a ordem dos limites de integracao a, b e ¢, podendo
ainda dois deles (ou os trés) coincidirem.

5.2 0 teorema fundamental do calculo

O teorema fundamental do célculo estabelece o modo pelo qual as integrais
definidas podem ser calculadas através de integrais indefinidas.

Teorema 5.1 (Teorema fundamental do calculo): sendo f uma fungao continua

no intervalo [a,b],

se f f(x)dx = F(x) + C, entao, fb f(x) dx = F(b) - F(a).
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E costume denotar

[F(x)15 = F(x)lo = F(b) - F(a).

Ou seja, sendo [ f(x) dx = F(x) + C, obtemos

b
[ 60 dx = Fol; = F(b) - Fa)

Exemplo 5.1: calcular a area compreendida entre a curva y = senx € 0 €ix0 x,

para 0 <x <.

Solugao: como senx > 0 quando 0 < x < 7, temos que a area procurada é dada

Tt
pela integral A = /O senx dx. Temos [ senx dx = —cosx + C.

y Ky=senx

2 unidades de area

0 T X

Figura53 | senxdx.
igura 5.3 /O senxdx
Logo, pelo teorema fundamental do céalculo, temos que

A= /onsenxdx: [-cosx]y = (—cosm) — (—cos0)=T+1=2.

5.2.1 Integracao definida com mudancga de variavel

Quando fazemos mudanga de variavel (integragao por substituicdo), no caso de
uma integral definida, podemos finalizar os calculos com a nova variavel introdu-
zida, sem necessidade de retornar a variavel original. Para tal, ao realizarmos a
mudanca de variavel, trocamos adequadamente os limites de integracao.
Suponhamos que y = f(x) € uma fungao continua em um intervalo I, com
a,bel, e quex=@(t) &€uma funcio de t derivavel em um certo intervalo J c R,

satisfazendo as seguintes condigoes:
1. f(e(t)) el quando te];
2. o(a)=a, o(B) =b, para certos «, 3 € J;

3. ¢’(t) é continua em J.



Sendo F(x) uma primitiva de f(x) em I, temos

f f(x)dx = F(x) + C,

e como vimos, tomando x = @(t), teremos dx = @’(t) dt e

[ fle@)e’(t) at=F(o(1) + C.

Entao, pelo teorema fundamental do calculo, temos que
700 = Folk = F(b) ~ F(a) = o (B)) - F(p(c0)
= FoE= [ i) o' () a

1
Exemplo 5.2: calcular f] xV1+x%dx.
Solugdo: Fazendo u =1 +x?, calculamos
1
fo] +x2dx:§\/1 +x2+C.
Pelo teorema fundamental do calculo, obtemos
1 1 ! 8 V8
f xV1+x2dx = =V1+x? :£—£ =0.
-1 3 13 3
Outra forma de calcular a integral seria trocando os limites de integracdo, ao

realizar a mudanga de variavel. O resultado seria: para x = -1, u = 2 e para

x=1,u=2. Assim,
1 2 1
/] x\/1+x2dx:f2 \/E-zdu:O.

Exemplo 5.3: calcular a area delimitada pela circunferéncia de raio a > 0 cuja
equagao é x> +y? = a’.

Solugao: para calcular a area A desse circulo, basta calcular a area sob o semi-
circulo y = vV a? - x2, acima do eixo x, entre os pontos x = —a € x = a, OU S€ja,

calcular

a
Aj2= f Va? - x?dx.
—-a
Faremos a substituicdo x = asent, -7t/2 <t < 7t/2.

Para t = -mt/2, x = —a; para t = /2, x = a. Para x = asent, obtemos que
dx = acostdt e a® — x? = a’cos’ t.
Agora, como cost > 0 no intervalo [-7t/2,7t/2], temos que vV a? — x? = acos t.

Entao,

a /2
[ \/az—xzdx:/ a’ cos? t dt,
“a _

/2
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usando a identidade cos? t = %(1 + cos 2t) na igualdade anterior, obtemos

)
fa\/az—xzdx:/7I a’cos®tdt
—-a

—-7/2

2 /2
= a? [n/z(] +cos2t) dt

= a—z [t + lsen Zt]ﬂ/2
2 2 _7'[/2

= a—z [E + lsenrt] - a—z [—E + 1sen(—Tr) = 71—(12.
2 2 2102 2 2

E, portanto, a area do circulo é A = ma’.

5.2.2 Integragao definida por partes

Suponhamos que u = u(x) e v = v(x) sdo fungdes derivaveis no intervalo [a, b],
com as derivadas u’(x) e v/(x) continuas em [a,b].

Sabemos que
(uw-v) =u"-v+u-v =w' +vu’,
integrando em ambos os lados da igualdade anterior, temos que
b b b
f [u(x)v(x)]" dx = f w(x V' (x) dx + f v (x) dx.
a a a
Pelo teorema fundamental do calculo,
b ! b
[ TuOvea1” dx = wGovel.
Portanto,

f * LV (%) dx = wEOV[L - fa " Vo (x) dx.

a

Em notagao abreviada,

b b b
f udv:uv|a—f vdu
a a

5.3 Problemas

Calcule as integrais definidas listadas abaixo.

1 /1 dx
CJa 1 +x2

Resposta: /2.
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5 f\/f/2 dx
- Jo V-2

10.

11.

12.

Resposta: /4.

/3 4
t .
/0 gxdx
Resposta: In2.
vt
1t

Resposta: Inx.

X
. f sentdt.
0

Resposta: 1-cosx.

/2 )
. f senxcos” x dx.
0

Resposta: 1/3.

0 3+2cosx’
. us
Resposta: N
1-tg?2
Sugestdo: use aidentidade cosx = 5 Z facau=tg 7, €3 =arctgu.
T+tg”3
f“ xdx
1 V2+4x

Resposta: 3/2/2.

f‘ dx
-1 (1+x2)2

Resposta: 7 +

NI—=

Sugestao: faga x =tgu.

I
1

X

dx.

Resposta: 4 —-2arctg2.

fﬂ/z cosx dx
0 6-5senx+sen?x’

. 4
Resposta: In3.

Para cada t € [0, a], calcule a integral
t
fo Va? - x%dx,

interpretando-a como area sob a curva (semicirculo) y = Va? - x2 e acima
do eixo x, no intervalo [0, t] (Figura 5.4).

c ot /q2 _12 4 a2 t
Resposta: ;Va“-t*+ 5 arcsen .
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'y
—
a
X
0 t

Figura 5.4 Area sob a curvay =+v/aZ - x2? é acima do eixo x, no intervalo [0, t].

4
13. Calcular a integral fUz(er*X +e'?)dx.

Resposta:

11y 10
2 et’

5.4 Completando quadrados em integrais indefinidas

Da tabela ampliada de integrais imediatas (Tabela 4.1 pagina 103), temos as

integrais da Tabela 5.1

dx 1 X dx 1 a+x
,[a2+x2:aamtga+c’ faz—xzzzln a-x +G
dx X dx
———  -arcsen—+C f =Inlx + Vx? + Al + C.
f\/az—xz a ) VxZ+A | |

Tabela5.1 (a>0,A%0)

Voltaremos nossa atencao agora ao calculo das integrais

dx (Ax +B)dx
h= [ N B
ax‘+bx+c axc+bx+c
dx (Ax + B)dx
L= [ = L= [ ==
vVaxZ+bx+c vVaxZ+bx+c

nas quais, a, b, ¢, A € B sdo nimeros reais € a + 0.

Veremos que, para calcular cada uma das integrais 1y, I, I3, e 14, tudo (ou
quase tudo) que temos a fazer & completar um quadrado em ax?+bx+c e, entdo,

usar a Tabela 5.1 de integrais.

Lembramos que completar um quadrado em ax” + bx + ¢ é escrever este

trinémio do segundo grau na forma a(x + m)? + n.
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Primeiramente, colocamos o coeficiente a em evidéncia:

b c
ax2+bx+c:a(x2+—x+—).
a a

- b c
Completamos, entédo, o quadrado em X2+ —x + —:
a a

x2+[3x+y:(x+%)2+(y—%2).

Fazemos, entao, para o calculo da integral, a substituicao
u=x+ %, du = dx

e teremos

X2+ Bx+y =ul £k, ax2+bx+c:a(u2ik2).

Logo, com alguns pequenos ajustes, recaimos em integrais da Tabela 5.1.

Exemplo 5.4: ||f—
emplo 5.4: calcular s 3]

Solugao: comegamos fazendo

2x* +3x+1=2 (x+ X+ = ) [( ;‘) —%+%]

A -]

sendo u = x + 3/4, temos que du = dx. Logo

f _f du 1 du
22 +3x+1 z[uz_(%)z] 2 uz—(Jz)z
1
3

f 1 1 1 +u C
-—]n 1 +
2 2 2.7 |3-u
:_ln‘]+4u‘+cz_lnﬂ +
1-4u 1- (4x+3)
4x +4 2x +2
:—]_ :_].
n‘4x+2 M o R
2x + 1
=In 12 +C.
Exemplo 5.5: calculardex
e V1-x-x%x?

Solugdo: comecgamos fazendo
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Assim, fazendo u = x + 1/2, temos que du=dx e x=u-1/2. Logo

dx

f x—1 dx—f x—1
V1-x-x? \/ ﬁ 2 (x+1) 2
u- 3/2

1

_EL

sendo I:f v du e sz 1 du
V(V5/2)2 -2 V(V5/2)2 -2

Para o célculo de I, fazemos w = (1/5/2)? - u?. Logo, dw = —2u du, ent&o,

(ﬁ)z_uz:_mm.

~law

z_ - J/w+C
W

2
Por sua vez,
] = [ du arcsen v,
/ 5/2
2x +1
—arcsen—+C arcsen +C.
V5 V5
Portanto,
x—1 1
——dx=1-=
f\/]—x—x2 ZJ
——\/1—x—xz—larcsenzx+]+C.
2 V5

5.5 Algumas integrais envolvendo funcoes
trigonométricas

5.5.1 Integrais da forma f sen™ xcos" x dx, m e n inteiros ndo negativos
Primeiro caso: m ou n € um inteiro impar (ou seja, da forma 2k + 1).

Consideramos | = fsenmxcosnxdx.



Sendo m e n inteiros ndo negativos, no caso em que o expoente m é impar,

teremos m =2k + 1 e, entao,

]:/senZk”xcos“xdx:/senkacosnxsende=f(senzx)kcos“xsenxdx

:f(1 — cos®x)* cos™ x sen x dx.

Agora fazemos cosx = t e, entao, dt = —sen x dx. Obtemos

J = f(1 — )N (—dt) = —f(] — 2kt at,
que € uma integral de um polinémio em t.

Se m é par, mas n € impar, transformamos a integral ] em uma integral de

um polindmio por um procedimento analogo.
Exemplo 5.6: calcular J = f sen® x cos’ x dx.
Solugao: consideramos
]= / sen® x cos® x dx = f sen® x cos” x cos x dx
= / sen® x(cos” x)% cos x dx = / sen®x(1 - sen”x)? cos x dx

:ft6(1—t2)2dt, sendo t = senx, dt = cosx dx.

Temos, entao,

J=ft6(1—2t2+t4)dt=f(t6—2t8+t‘°)dt

7 2t7 M
==—-—+—+C
7 o i’
sen’x 2sen’x sen''x
= - + +C.
7 9 11

Segundo caso: m e n sao ambos pares (ou seja, da forma 2k).

Neste caso, abaixamos os graus das poténcias de fungdes trigonométricas, me-
diante as relagdes

1 2 1-cos2
cos’ a = $ sen’a = %, (5.1)

ou seja, fazemos
J= f sen™xcos" x dx = f sen* x cos?* x dx

= / (sen” x)*(cos? x)* dx

B _[ (1 —cost)k(1 +cost)€ dx
- 2 2
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Exemplo 5.7: calcularI:/sen4xcoszxdx.
Solugdo: observe primeiro que I = [sen4xcos2xdx= [(senzx)zcoszxdx.

Fazendo uso das relacdes trigpnométricas em (5.1), temos

[- f (1 +cos2x)2(1 +cos2x) dx
- 2 2

1-2cos2x +cos?2x\ (1 +cos2x
=[ 4 ( 2 )dx

1
= 5/(1 +cos 2x — cos” 2x + cos® 2x) dx

1 1
:%/dx—%fcostdx—gfcoszbcdxntgfcosstdx.

Calculando separadamente as quatro integrais, temos:

I = f dx=x, (juntaremos adiante todas as constantes em uma so)

1
I, = f cos2x dx = Esean,

1+ cos4
13 = f COSZZX dx = / % dx (COSz a-= 1+c3s2a)

=%/dx+%fcos4xdx

!
4

1
=—+ sen4x:§+§sen4x,

N =
N =

Iy = / cos’ 2x dx (poténcia de cosseno, de expoente impar)
= f cos? 2x cos 2x dx = / (1- sen’ 2x) cos 2x dx

t
= [ (1 —tz) . d? (t =sen2x, dt=2cos2xdx, logo cos2x dx = %)

1 t—f _sean_sen32x
2 3] 2 6

Finalmente,

1
I=fsen4xcoszxdx:§(11—12—13+I4)

= —X — — 2X — —X — — 4x + — 2X — — 2x +
SX 165611 X 16X G sen ax 16S€Il X 3 sen” 2x + C

x sendx send2x
=— — - + C.
16 64 48

5.6 Formulas de reducao (ou de recorréncia)

As formulas de redugao, ou formulas de recorréncia, sao frequentemente en-
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Exemplo 5.8: empregando a férmula de reducao

n-2 _
/ sec" x dx = tgxiec] X, 2 ? . [ sec™ % x dx (5.2)

calcule as integrais [secsxdx, [sec4xdx,efsec5xdx.

Solugdo: aplicando a formula dada para n = 3,

fsecsxdx:m+%fsecxdx

_ tgxsecx

]
> +§1n|secx+tgx|+C.

Aplicando a férmula para n = 4, temos

texsecix 2
/sec4xdx:g—+— sec” x dx

3 3
2
2
= —tgxséec X, gtgx+ C.

Paran =5, temos

tgxsecdx 3 tg x sec’ x S(tgxsecx 1 )
5
dx=Is= =———+-I3= — =1
fsec xX ax 5 2 +4 3 2 +4 7 +2 1
3
= tgxzec X+“?)ch;secx+§1n|secx+1:gx|+C.

5.7 Substituicoes trigonométricas

As substituicoes trigonométricas sao substituicoes empregadas em integrais

envolvendo uma das expressdes Va2 -x2, Va2 +x2 e Vx2 - a?, nas quais a
variavel x é substituida (correspondentemente) por uma das fungbes asen 6,
atgB e asecH.

Os trés procedimentos de substituicoes trigonométricas, habitualmente usa-

dos, sédo ilustrados geometricamente nas Figuras 5.5 e 5.6.

(a) (b)

Na?- x2 a

Figura5.5 Em (a) = = sen6, dx = acos©do, 7‘1;_"2 = cos6. Em (b), $ = cos®, ou
X = sec0, dx = asecOtg0do, ¥*>=9° = tg0. Em ambos os casos, a raiz
guadrada da diferenca de quadrados é um cateto.
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Va2+ x2

Figura 5.6 A raiz quadrada Va2 +x2 é interpretada geometricamente como sendo a

hipotenusa do triangulo retangulo de catetos x e a. Agora, > = tg6, dx =

asec’0do e 7‘1?"2 =secO.

Exemplo 5.9: calcular / Va? -x?dx.

Solugao: para o calculo desta integral, usaremos uma substituicao trigonométrica,

baseada no esquema geométrico da Figura 5.5 (a).
Observando as relagoes trigonométricas da Figura 5.5 (a), fazemos

2_42
X as—x
—=senf, ———— =cosO, dx=acos0do.
a a

Temos, entao,

f\/az—xzdx=fazcoszed6.

Usando a relagao cos’ 0 = 12(1 +co0s20), temos

2 2 2
1 1
fazcoszedez%f(z+zcosze) dG:aTe+aZsen29+C.
Agora substituimos
Va2 —x2
G:arcsenz, senZG:ZSenGCOSG:ZM#
a a

e obtemos

2
a X X
f\/az—xzdx:7arcsen—+z\/a2—x2+(?.

a
No caso de uma integral definida, ao realizar a mudanca de variavel po-
demos também trocar os limites de integragcao, tal como ilustrado no exemplo
seguinte.
Exemplo 5.10: calcular /03 V9 +x2 dx.
Solucao: para desenvolver a estratégia de substituicao trigonométrica, utiliza-

mos a Figura 5.7.

Entao, teremos que

X 2 3
—=tg0 dx =3sec°0d0 e
128 3 V942

=cos 0,



Vo +x2

3

Figura 5.7 cos0 = .
92+x2

ou seja,

V9 +x4=3secH.

Sendo x = 3tg0, tomaremos 0 assumindo valores de 0 a 7t/4 e assim x per-

correndo os valores de 0 a 3.

Entao,
3 /4 /4
fo \/9+x2dx:f0 3sec6-3sec29d9:9/0 sec® 0 do.

Conforme vimos no Exemplo 5.8,

Otgd 1
fsecsedez¥+zln|sec9+tg6|+ﬁ

Assim,

3 /4 0tgd 1
[0 \/9+x2dx=9/(; sec36d6=9[¥+zln|sece+tg6|]

/4

0
o seC(TE/4)2tg(7T/4) " %111 |sec(mt/4) + tg(ﬂ/4)|]

—O+%1n|secO+th|]

5.8 Problemas

Integrais que requerem completamento de quadrados:

] / dx
’ x2+2x+5
Resposta: 1arctg ! +C.

o [t
x2-6x+5
Resposta: In|*3|+C. 129



6x -7
dx.
3. .[3x2 7x + 11

Resposta: In|3x? - 7x + 11|+ C.

4 /L
' V2 3x—4x2

L1 8x+3
Resposta: ;arcsen vt C.

5 [ dx
. V3xZ +5x

Resposta: % In|6x + 5+ 1/12(3x2 + 5x)| + C.
6. /2ax_+bdX_

VaxZ+bx+c
Resposta: 2V ax? + bx +c + C.

Integrais envolvendo fungdes trigonométricas:

1. f sen’ x dx.

Resposta:

2. /sensxdx.
2.3 1

Resposta: -cosx + 5cos’x -z cos’x + C.

%cos3x—cosx+ C.

3. f cos” x sen> x dx.

Resposta: -1 cos®x + 1 cos” x + C.

3
COS™ X
4, / X ax
sen*x
1 3

Resposta: cosecx - 3 cosec’x + C.

Sugestdo: use o mesmo procedimento descrito na pagina 124 para o
calculo da integral /senmxcos”xdx, quando m ou n é um expoente

impar.

5. [ sen” x dx.

.3 sen2x |, sendx
Resposta: gx - 37 + =35% + C.

6. / tg3 x dx.

2
Resposta: thx +1In|cosx| + C.

Sugestdo: tg’x =tgxtg?x =tgx(sec?x - 1).

sen’ x

7. —dx.
V/cos? x
Resposta: 2 cos®/3x +3cos '3 x + C.
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dx
o [
4 -5senx

1 tgy -2
Resposta: ;1n Jtgr +C.
5

Sugestao: use aidentidade senx =

2tg ) ,
>~ (temos tambem cos x =
+tg°3
Faga tg 3 =u, com } = arctgu e, entdo, dx = -2 du.
Férmulas de redugao:

1. Usando a férmula de recorréncia

/

_ n-1 _
cos™x dx = — senxcos™ ' x + f cos™ 2 x dx,
n n
mostre que
1 3 3x
[ cos*x dx = — senxcos® x + = senxcos x + — + C;
4 8
7 o] 6 4, 8 2
cos’ xdx = 5 senxcos®x + — senxcos” x + T senxcos x + —senx + C.
2. Usando a formula de recorréncia
t n-1 X ~
tg" xdx = g —/tg“ Zx dx
n-1
calcule
5
(a) f tg” x dx.

Resposta: £ - %X _n|cosx|+ C.
(b) f tg® x dx.

5 3
Resposta: &% - 18X 4 tgx —x+C.

Substituicdes trigonométricas:

1. Calcule as integrais seguintes, através de substituicdes trigonométricas.
2_2
@ [

X

Resposta: —Y%=-

12 —arcsen§+C.
dx
O [ 57—
V1 +x2

Resposta: - 1 C

Resposta: V/x?-a?-aarccos & +C
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dx
@ f (a2 +x2)3

- X
Resposta: ——~—+C.
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UNIDADE 6

Integracao de fungoes racionais e aplicagoes
da integral definida






6.1 Integracao de fun¢oes racionais

Nesta segao estudaremos o calculo de integrais

p(x)
q(x)

b

nas quais p(x) e q(x) sdo fungdes polinomiais em x. Lembramos que tais

~ X ~ ~ . .
fungdes M sao chamadas fungbes racionais.

q(x)
Quando o grau de p(x) € maior que ou igual ao grau de q(x), devemos

primeiramente dividir p(x) por q(x),
p(x) | a(x)
R(x)  Q(x)
obtendo quociente Q(x) e resto R(x), de forma que
p(x) = 4(x)Q(x) + R(x),

sendo R(x) = 0 ou uma fungao polinomial de grau menor que o grau da fungao
polinomial divisor q(x).

Neste caso,
p()  a(x)Q09) +R(x) _ R(x)
O QI+ 1oy
e, entao,
PO ax= [0t s [ R 4y
a0 7 Qaxs [ rax

Exemplo 6.1: suponhamos que queremos calcular

I:/2x4+x3—6x2+3x+] dx.

x3-3x+2

Solugao: como o grau do numerador € maior que o grau do denominador no
integrando, devemos primeiramente proceder a divisao de polindmios a seguir,

na qual obteremos Q(x) =2x+1 e R(x) =2x - 1.

2 +x3 - 6x% +3x + 1 x> - 3x+2

2ty —6x? 4 dx 2x + 1
x> -x+1
x> -3x+2
2x - 1.
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Temos

3_ _ _
I:f(x Ix+2)(2x+ 1) +2x 1dx:/(2x+1)dx+/ 2x -1 dx.

x3-3x+2 x3-3x+2

Observacao 6.1: de acordo com o anterior, precisamos apenas estudar inte-
grais de fungdes racionais proprias, isto €, fungdes racionais nas quais o grau

do numerador é menor que o grau do denominador.

6.1.1 Decompondo fungdes racionais em fracdes parciais

6.1.1.1 Primeiro caso: o denominador tem raizes reais, distintas entre si.

Suponhamos que na funcao racional propria &z) o denominador, sendo de

grau n, fatora-se em produtos lineares distintos

q(x) = (x =11)(x = 12)-+(x = ),

ou entao,
q(x) = (a1x +by)(azx + b2)-(anx + bn),
tendo, os n fatores lineares, raizes distintas entre si
Entao aplicamos um resultado da algebra de fracées racionais que diz que,
neste caso, existem constantes A1, Ay, ..., A, tais que
p(x) p(x) A Az . An

q(x)  (a;x+by)(ax+by)-(anx +by) - a, + by " wx+by T anX + by’

sendo os coeficientes das fragbes parciais, A1, As, ..., A, determinados de ma-

neira Unica.
Neste caso,
A A
P() dx:f L dx 4+t ——2dx
q(x) aix + by anx + by

:ﬁln|a1x+b1]+---+&1n|anx+bn|+C.
ag an
2
x°-3
dx.
A2+ 1)
Solugao: comegamos fazendo

Exemplo 6.2: calcular f o2

x2-3 x2-3 A B C

C-BH(2x+1)  (x-)(x+2)2x+1) x-2 x+2 2x+1°

Para calcular os coeficientes A, B e C, somamos as trés fragoes parciais a di-

reita, igualando a soma a fungao racional original.

x* -3 CA(x+2)(2x+1) +B(x—2)(2x+ 1) + C(x - 2) (x +2)
(x2-4)(2x+1) (x-2)(x+2)(2x +1) '




Observando que os denominadores sao iguais, devemos obter A, B e C de modo

a termos a igualdade (identidade) de polinémios
X*=3=A(x+2)(2x+1) +B(x=2)(2x+ 1) + C(x - 2)(x + 2). (6.1)

Desenvolvendo o produto a direita e comparando os coeficientes dos termos de

mesmo grau, chegaremos a trés equacoes lineares nas incégnitas A, B e C que

teremos que resolver. Mas, ao invés de usar esse maneira de achar A,B e C,

podemos usar o fato que os polinémios a esquerda e a direita em (6.1) sao iguais

e eles tém 0 mesmo valor para cada x real.

Tomando x = -2 em (6.1), obtemos B(-2-2)(-4+1) =1 e, entédo, B =1/12.

Agora para x =2 em (6.1), temos A-20 =1 e, entdo, A = 1/20.

Ja para x = -1 em (6.1), encontramos C(-1 -2)(-1+2) =-15/4e C=1I.
Observe que os valores de x sdo as raizes de (x* —4)(2x + 1).

Assim,

2
K23 1/40 1/12 11/15
ax= [ 124 f d d
/(x2—4)(2x+1) 29 a2 ™

1 1 11
= 4—01n|x—2|+Eln|x+2|+%1n|2x+1|+C.

6.1.1.2 Segundo caso: o denominador tem somente raizes reais, mas algumas

raizes multiplas

No proximo exemplo ilustramos uma decomposigdo, em fragées parciais, de
uma fungao racional propria, cujo denominador tem apenas raizes reais, tendo,

porém, raizes multiplas.

2
X
dx.
TD(x+1)

Solugao: aquiaraiz -1, do denominador, € de multiplicidade 3. A decomposigao,

Exemplo 6.3: calcularf (2

em fragOes parciais que funciona neste caso € da forma

x* A B C D
2x—D(x+18  2x—1 (x+13  (x+ 12 x+1 (6-2)
na qual teremos A, B, C e D determinados de maneira Unica.
Como antes, primeiramente somamos as fracoes parciais:
x? CA(x+1)2+B(2x-1)+ C(2x - 1)(x + 1) + D(2x = 1) (x + 1)?

(2x-T)(x+1)3 (2x-1)(x+1)3

Tendo a esquerda e a direita 0 mesmo denominador, teremos:

A(x+1)°+B(2x-1)+C(2x - 1)(x+ 1)+ D(2x - 1) (x + 1)%.
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4
Quando x = -1 em (6.2), temos -3B = 4. Logo, B = -3

. 27 1 2

Ja parax=1/2em (6.2), obtemos A - s Portanto A = 77
Tendo esgotado, para valores de x, as raizes de (2x — 1)(x + 1), tomamos
agora valores de x que nao produzam em nossos calculos valores numéricos

muito grandes.

Tomando x =0 em (6.2), temos A-B-C-D =0e no caso de x = 1, obtemos
8A +B+2C +4D =1. Logo,

38.
C+D = 575
52
20+4D= 22,
- 31 7 .
e, entao, C = 27 D= 77" Assim,
X2 o227 —4/3 31/27 7/27
f 2x—1)(x+1) dx‘f w1 ) Grp ) o) d“fxn dx
1 2 31 7
= 2—71n|2x—1\+3(x+])2 "o +2—71n|x+1|+C.
Problema 6.1: calcular / P 2x+1 dx
o (3x-2)2(5x+1)3(1-7x)
Resposta:
7 205920 66160380 42697512
- - —5855005In |1 -7
4976463640 (14 “21x 35x+7  7(x+1)? nfl-7x+

+1238401n |2 - 3x| + 5731165 1n |5x + 1]) + C.

Sugestao: determine A, ..., F na seguinte descomposicao em fragdes parciais

x> —2x+1 __A B ~C D _E _F
(3x-2)2(5x+1)3(1-7x)  (3x-2)2 3x-2 (Gx+1)3 (5x+1)2 5x+1 1-7x

6.1.1.3 Terceiro caso: o denominador tem raizes complexas nao reais

Um terceiro caso de decomposi¢ao, em fragdes parciais, ocorre quando o deno-
minador tem fatores quadraticos irredutiveis (fatores de grau 2 sem raizes reais),

como no seguinte:

Exemplo 6.4:



a)

calcular a seguinte integral

p(x) . 3x?—x
a0 7 f TR TS D

na qual x2 + x +4 e x> + 1 ndo tem raizes reais.

Solugao: neste caso, devemos fazer

3xt-x A . B N C . Dx+E +Fx+G
(x-2)2(2+x+4)(x2+1)  (x-2)3 (x-2)2 x-2 xX2+x+4 x2+1’

e proceder tal como antes na busca dos coeficientes A a G.

Ou seja, na decomposi¢cao em fragbes parciais, para os fatores linea-
res no denominador seguimos as regras anteriores, mas sobre cada fator

quadratico vai um polinémio do primeiro grau Mx + N.

E se tivermos no denominador, poténcias de fatores quadraticos irredutiveis,
x> +3x -5
dx ?
-3x+4)2(x%2 +2)3(3x - 5)

Neste caso, notando que x? + 3x - 5 e x? + 2 ndo tém raizes reais, fazemos

tal como na integral /
(x?

X°+3x -5 ~ Ax+B Cx+D
(x2-3x+4)2(x2+2)3(3x=5) (x?-3x+4)2 X2 3x+4
N Ex+F N Gx+H +Ix+]+ K
(x2+2)3  (x*+2)2 x2+2 3x-5

Este é um calculo deveras longo. Para calcular a integral de fragao racional

elementar, devemos recorrer as formulas de recorréncia descritas a seguir.

Observacao 6.2: na verdade, esse tipo de decomposigao funciona mesmo se

os fatores quadraticos tém raizes reais, desde que estas nao sejam raizes de

outros fatores do denominador.

Exemplo 6.5: calcular a integral

x> -2
f B axr1)

Solugdo: podemos fazer a decomposigao

x2-3 _Ax+B  C
(x2-4)(2x+1) x2-4  2x+1

e determinar os coeficientes A, B e C, como anteriormente.

6.1.1.4 Formulas de recorréncia para

Mx + N
(ax? +bx +c)"

Uma boa tabua de integrais nos fornecera

dx
f 21k 22 -2+ k) 22 -1) J (2 + k)

X 2n-3 dx
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bem como também (aqui A pode ser uma constante negativa)

B X N 2n-3 dx
(x2+A)" 2A(n =12+ 2A(n-1)J (x2+A)n]

(6.4)

De um modo mais geral, encontramos também em uma boa tabua de inte-

grais o resultado seguinte.

Proposicdo 6.1: sendo a >0, n>2e A =b?-4ac 0, temos que

—(2ax+b)
[ (@2 +bx+c)" = A(n- 1)(ax2+bx+c)“ 1 (6.5)
L -2a(n-3) [ 6.6
A (ax2+bx+c) (6.6)
e
Mx + N ~ %(2ax+b)+(N—f 4
m B f (GXZ +bX+ C)“ X
M Geend by b
_Zaf(ax2+bx+c)“+ N 2a f(ax2+bx+c)n (6.7)
sendo mzjﬁpela substituicdo u = ax? + bx + ¢, du = (2ax + b) dx.

6.2 Problemas

Integracao de funcoes racionais:

Calcule as integrais de fungdes racionais.

2x -1
/ (x=1)(x- 2)

) -2
Resposta: In %‘ +C.
5 x dx
' (x+1)(x+3)(x+5)

(x+3)° C.

Resposta %ln W

x* dx

3 .[ (2 -1)(x+2)

Resposta: XT —2x+ ]

g].n

ﬁ|+%ln|x+2|+c.

dx
/ (x—1)2(x—2)'

Resposta: 1+ +1n|*2| + C.

x—8
s [ 23 g
I B
_2)2

Resposta: —; +1n (sz +C.




dx
6. [ &
x(x2+1)
Resposta: In \/l"l_ +C.
dx
7 / x3+1°

Resposta: ¢ln

(e |1 arctg 22! + C.

x2-x+1 ' /3 V3
4x% - 8x
8. f dx.
(x- 122+ 1)2 "
Resposta: —32=1 _ +1n & +% +arctgx + C.

(x=1)(x2+1)

Recorréncia em integrais de funcoes racionais

use as férmulas de recorréncia (6.3) a (6.7) para mostrar que

2x -1 dx - -2x-16 ~ 3x 3
(x2+4)3 T32(x2+4)2 128(x2+4) 256

2 f 4x+5

_ 2x -4 5(2x-4) N 5(2x-4)
T12(x2 —4x15)5  48(x2 —4x+5)2 ' 32(x2—4x+5)

arctg > +C.

+ i arctg(x 2)+C.

6.3 Aplicacoes selecionadas da integral definida

6.3.1 Area de uma regido plana

Suponhamos que f e g sdo duas fun¢des continuas no intervalo [a,b], sendo
f(x) > g(x), para todo x € [a, b].

Para x € [a,b], consideramos, apoiada a esquerda no ponto x, uma fatia
retangular vertical de base Ax e altura h(x) = f(x) — g(x) como na Figura 6.1. A
area dessa fatia serd dada por AA = [f(x) — g(x)]Ax.

Se subdividirmos o intervalo [a, b] em varios subintervalos de comprimento
Ax e sobre cada um deles construirmos uma area AA, como acima, teremos a
area entre as duas curvas, compreendida entre as retas verticais x =a e x = b,

dada aproximadamente por

D AA = Y I(x) - g(x)]Ax,

em que pelo bem da simplicidade, estamos omitindo indices do somatorio.

A area entre as duas curvas, compreendida entre as retas verticais x = a

e x = b, sera dada pelo limite de tais somas integrais, quando Ax — 0, ou seja,
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y =f(x)

y
A =[f(x)-g(x)]Ax/
N
y=9(x)
0 a X b X
L]
AX

Figura 6.1 Fatia retangular vertical de base Ax e altura h(x) = f(x) - g(x), apoiada a
esquerda no ponto x.

sera dada por

b
= 11m Z (x) - g(x)]Ax = /; [f(x) - g(x)]dx

Sendo AA = [f(x) g(x)]Ax, costuma-se simbolizar dA = [f(x) — g(x)]dx
Temos, entéo, A = f dA.

Costuma-se dizer que dA = [f(x) - g(x)] dx € um elemento infinitesimal de
area, de altura f(x)—g(x) sobre um elemento infinitesimal de comprimento dx. O
simbolo de integracao, f provém da forma de um arcaico S e tem o significado
de “soma de um numero infinito de quantidades infinitesimais” . Assim, f(x) > 0,
implica que [ab f(x) dx corresponde, grosso modo, a uma soma de “elementos

infinitesimais de area”, de altura f(x) e base dx, com x “variando” de a até b.

Exemplo 6.6: calcular a 4rea delimitada pelas curvas y = x> e y = /x.

Figura 6.2 Area delimitada pelas curvas y=x>ey=x

Solugao: as curvas dadas se interceptam em xy = 0 € em x; = 1 (solugdes de
x? = /x). Para0 < x < 1, temos /x > x%. Veja a Figura 6.2.



Assim sendo, a area entre as duas curvas é dada por

] 1 37 11
A:/O [\/;—Xz]d)c:‘/o [XVZ—XZ]dX:I:%XB'/Z—%:I :§—§:§,

6.3.2 Meédia ou valor médio de uma fungao

Seja f uma funcdo continua no intervalo [a,b]. Em [a,b] tomemos os n + 1

pontos igualmente espacados
X0 =A<X] <X2< ... <Xno <Xp =D,

isto &, tais que

b-a
—

X1 —X0=X2—X]=...=Xn —Xn-1 =Ax =

A média aritmética dos n + 1 valores f(xo), f(x1), f(x2),...,f(xn) &€ dada por

_f(xo) +f(x1) + -+ f(xn)
- n+1 )

n
Definiremos a média (ou valor médio) da fungao f no intervalo [a, b] como sendo

f=lim p,.

n—-oo

E possivel demonstrar que

b
B f f(x) dx
foda 7
b-a

Exemplo 6.7: determine o valor médio de f(x) = x* no intervalo a < x < b.

Solugédo: o valor médio de f em [a,b] é dado por
3

b
-1 b 1 1 (v &
f: f XZdX: X_ = _a
b-aJa b-a 3 a b-al 3 3

~ (b-a)(a’+ ab +b?) ~ a’ + ab + b?

3(b-a) 3

6.3.3 Volume de um sélido

Na Figura 6.3, para cada x, a < x < b, um plano perpendicular a um eixo x
corta um solido (com forma de uma batata) determinando neste uma seccao
transversal de area A(x). De x = a até x = b, sdo determinadas as areas de
todas as secgoes transversais desse soélido, sendo b — a 0 seu “comprimento”.

Qual é o seu volume?
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AV = A(x)-AX
J—
|
I | AN
| | | et
| | ‘ : AX
N ;
a X b X
=
AX

Figura 6.3 Paracada x, a < x <b, um plano perpendicular a um eixo x corta um sélido
determinando uma secgao transversal de area A(x). Uma fatia do sélido
terd volume AV = A(x) - Ax.

Suponhamos que o intervalo [a, b] é subdividido em n subintervalos, todos
de comprimento Ax = (b - a)/n.

Se x é um ponto dessa subdivisdo, determina-se um volume de uma fatia
“cilindrica”, de “base” com area A(x) e “altura” Ax,

AV =V(x) - Ax.

Uma aproximacao do volume do sélido € dada pelo somatério desses varios
volumes cilindricos,
VYAV =Y A(x)-Ax,
X

sendo o somatério aqui escrito sem os habituais indices i para simplificar a
notacdo. Quanto mais finas as fatias “cilindricas”, mais préximo o somatorio

estara do volume do so6lido, sendo seu volume igual a

b
V= lim YAV - lim S A -Ax= [
LAY = I 2 AC) A= A&

Os cientistas de areas aplicadas costumam dizer que dV = A(x) - dx € um ele-
mento infinitesimal de volume, construido sobre um ponto x, de um “cilindro” de
area da base A(x) e altura (espessura) “infinitesimal” dx. Ao “somar” os infinitos

b b
elementos de volume, temos f dv = f A(x) dx igual ao volume do sélido.
a a

Exemplo 6.8: qual é o volume de um tronco de piramide, de altura h, cuja base
€ um quadrado de lado a e cujo topo € um quadrado de lado b ?

Solugao: posicionemos um eixo x perpendicular as duas bases. Cada ponto

(altura) x demarcado nesse eixo corresponde, no tronco de piramide, a uma



seccao transversal quadrada, de modo que x = 0 corresponde a base quadrada

de lado a e x = h corresponde ao topo do quadrado de lado b. Veja a Figura 6.4.

Figura 6.4 Tronco de piramide, de altura h, cuja base € um quadrado de lado a e cujo
topo é um quadrado de lado b.

Procurando uma fungao afim, f(x) = mx + n, tal que f(0) = a e f(h) = b,
encontramos f(x) = a + 2%x.

A area da seccgao transversal, na altura x, € dada por

x| .
O volume do tronco de piramide € entao

h h - 2
V=[ A(x)dx=f (a+b ax) dx.
0 0 h

Fazendo u = a + 2%x, temos du = 2% dx. Além disso, u=aparax=0eu=>

A(x) = <a+ b

para x = h e, entao,

h h b
V:/ A(x)dx:—/ u?du
0 b-aJa
h u3b h 3 3 h 2 2
_ Rt I L e B A b+ bd).
b-a 3| 3p-q)P " @)=zl rabeby)

Observacao 6.3: note que o volume do tronco de piramide € 1/3 do produto de
sua altura pelo valor médio das areas das secgdes transversais (veja o Exemplo
6.7). Conforme um antigo papiro, esta formula ja era conhecida pela civilizagao

egipcia do segundo milénio a.C.

6.3.3.1  Volume de um sdlido de revolucao

Quando rotacionamos uma regiao do plano xy em torno do eixo x ou do eixo

y, realizando uma volta completa, o lugar geométrico descrito pelos pontos da
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regiao é o que chamamos um sdlido de revolugao.

Suponhamos que um sélido de revolugao € obtido rotacionando-se, em
torno do eixo x, uma regiao plana delimitada pelas curvas y = f(x), y = g(x) e
pelas retas verticais x = a e x = b, sendo f(x) > g(x) paraa<x <b.

Para cada x € [a,b], um plano perpendicular ao eixo x, cortando este no
ponto x, determina no solido de revolugao uma seccao transversal. Esta é obtida
pela revolugcao completa, em torno do eixo x, do segmento vertical A(B,, sendo
Ax =(x,g9(x)) e By = (x,f(x)). Veja a Figura 6.5.

A area dessa secgao transversal é a area de uma regiao plana compreen-
dida entre dois circulos concéntricos de centro (x,0), sendo um menor, de raio
g(x), e outro maior, de raio f(x). Como a area de um circulo de raio r é 72,

temos que a area A(x) da secgao transversal do sélido de revolugao € dada por

A(x) = nlf(x)]* =g (x)]*

Portanto, o volume do sélido de revolugao sera

Figura 6.5 Para cada x € [a,b] um plano perpendicular ao eixo x, cortando o eixo no
ponto x, determina no s6lido de revolugao uma secgao transversal circular
ou anular.

V= [TA ax= [T g0 ax

Se a regido plana for delimitada pelo grafico de y = f(x), pelo eixo x e pelas
retas x = a e x = b, teremos g(x) = 0 e, entao,

V= fb n[f(x)]* dx.

Exemplo 6.9: calcule o volume de uma esfera de raio R.

Solugao: a esfera de raio R pode ser interpretada como o sélido obtido pela

revolugado da regiao semicircular X% + yz < R, y > 0, em torno do eixo x. Uma tal



regido é delimitada pelas curvas y = VR?-x% e y = 0, com -R < x < R. Assim,
aqui f(x) = VRZ -x% e g(x) =0, sendo
dV = A(x) dx = 7t[f(x)]* dx = (R* - x?) dx

o elemento de volume a integrar. Portanto,

R 31R 3 3
V:f W(RZ—Xz)dXZW[RZX—é] :ﬂ(RS—R)—n(—R3+R):4nR3.
-R
-R

6.3.4 Area de uma superficie de revolucdo

Consideremos a curva y = f(x), grafico de uma fungao f continua, a qual assu-

miremos que tem derivada f’ também continua, para a < x < b.
Rotacionando-se essa curva em torno do eixo x, obtemos uma superficie
de revolucgao.
A area da superficie obtida pela revolugao da curvay = f(x), a<x < b, em

torno do eixo x é dada por

S:bem‘(x) 1+ (F/(x))2 dx

6.3.5 Centro de gravidade de uma figura plana

Se temos em um plano ou no espago n pontos Py, Ps,..., P, tendo massas my,

my, ..., My, respectivamente, o centro de massa P do sistema de n pontos é
dado por
B_ Yic1 MiPy
= =] ,
i=1 Y

Consideremos uma regiao plana, delimitada pelos graficos das fungdes continuas
y = f(x), y = g(x) e pelas retas verticais x = a € x = b, sendo f(x) > g(x) para
a<x<b.

Olhando essa regido como uma placa plana, de espessura desprezivel,
suponhamos que ela possui densidade superficial (massa por unidade de area)
& constante.

Particionando-se o intervalo [a,b] em intervalos de comprimento Ax = b;n“,

através dos pontos xo = a,xi,...,X, = b, aproximamos essa regiao por uma
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y y =)
AA = [f(x) - gx)] AX

Figura 6.6 Regido plana, delimitada pelas curvas y = f(x) e y = g(x) e pelas retas
verticais x = 1 e x = b. O ponto P, representa o centro de massa do
retngulo elementar de area AA = (f(x) + g(x))Ax.

reunido de retangulos, como na Figura 6.6, sendo cada retangulo de altura f(x) -
g(x) e base Ax, sendo aqui x o ponto médio do intervalo [x;_1,xi].

Esse retangulo elementar tem area AA = (f(x) — g(x))Ax, seu centro de

massa € o ponto Py = (x, M) sendo sua massa dada por
Am =05-AA =5(f(x) - g(x))Ax.

O centro de massa da reunido de todos esses retangulos elementares coincide
com o centro de massa dos pontos Py, atribuindo-se a cada ponto a massa Am

do seu retangulo.

Assim, uma aproximacao do centro de massa da regiao plana considerada

€ o centro de massa dos varios retangulos elementares e € dada por

p_ SAmM-Py Yo -AA-Py Y AA-Py

YAm  Y8-AA Y AA
Agora,
AA'PX:AA'(X)M)
- (10 - gy ("L 9)

= (X(f(x) - g(x)Ax, (f(x) —g(x)) - f(X);—g(X)AX)

1
- (x(F00) - 90 A%, S ([FOT - [9 (0T - ).
Finalmente, o centro de massa P da regido plana considerada sera dado por

- AA-P
P=lim P= lim LAA-Py
Ax—0 Mx—0 Y AA

Portanto, passando ao limite nas duas coordenadas de P, chegamos ao resul-

tado: o centro de gravidade da regidao plana delimitada pelas curvas continuas



y = f(x), y = g(x) e pelas retas verticais x = a € x = b, sendo f(x) > g(x) para
a<x<b, édado por

P = (‘)_()g)’

sendo

[ x0-g0nax [T ~[90F) dx
g= .
669 - 900) ax [ 669 - 900 ax

‘)2:

6.4 Problemas

Areas de regides planas:

1. Calcule a area delimitada pelas curvas y> = 9x e y = 3x.
Resposta: 1/2.

2. Calcule a area delimitada pelas curvas xy = a?>, x = a,y=2a (a>0) e o
€ixo X.

Resposta: a’ln2.

3. Calcule a area delimitada pela curva y = x°, pela reta y = 8 e pelo eixo y.

Resposta: 12.

/ . . . 2 2
4. Calcule a area delimitada pela elipse %5 + & = 1.
a b

Resposta: mab.

Sugestdo: a area é delimitada pelos graficos de fungdes y = d:g\/ a? - x2,
com —a < x < a. Ao calcular a integral, faca a substituicido x = asent. Use
a formula de redug@o de poténcias cos” a = 195224

Valor médio de uma fungao continua:
Determine a média ou valor médio da fungao dada, no intervalo especificado.

1. f(x) =x?, a<x<b.
Resposta: f=J(a’+ab+b?).

2. f(x)=vx,a<x<b(0<a<b).

2(a+b++/ab)

Resposta: B aro)
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3. f(x) = cos?x, 0 <x < /2.

Resposta: 1/2.

Volume de solidos:

Em cada problema, calcule o volume do sélido obtido por revolugcao, conforme
descrito.

N
1. Aelipse — + = =1 gira em torno do eixo x.
ac b

Resposta: jmab’.

2. O arco de sendide y =senx, 0 < x < 7, gira em torno do eixo x.

Resposta: /2.

3. Aregido delimitada pela parabola y? = 4x, pela reta x = 4 e pelo eixo x, gira
em torno do eixo x.

Resposta: 32m.

Areas de superficies de revolugao:

Em cada problema, calcule a area da superficie obtida por revolugao da curva
dada em torno do eixo especificado.

1. y? = 4ax, 0 < x < 3a, rotacionada em torno do eixo x.
Resposta: 22ma?.

2. y =senx, 0 <x <, rotacionada em torno do eixo x.
Resposta: 47n[v/2 +1n(+v/2+1)].

Centro de massa (ou gravidade) de uma regiao plana:

Determine as coordenadas do centro de gravidade da regido plana especificada.

1. Regidao no primeiro quadrante, delimitada pela elipse z—i + bli =1(x 20,
y>0).

Resposta: (%,7) = (32, ).

3m 3n



2. Area delimitada pela curvay =4 - X4—2 e pelo eixo x.

Resposta: (x,5) =(0,8/5).

3. Area delimitada pela parabola y® = ax e pela reta x = a.

Resposta: (x,5) = (3a/5,0).
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