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Uma nogdo intuitiva

Para existir a derivada de uma fungdo num ponto é necessario que:

primeiro tenha em mente a seguinte afirmagdo:

m Uma fungdo para ter derivada na abscissa a precisa estar definida
em a.

’f tem derivada em a = a estd no dominio de f. ‘

Mas a reciproca da afirmagao acima nao vale em geral.
Pois, o fato de uma fungdo estar definida em a, ndo garante em
geral a existéncia da derivada em a.

Exemplo: a fungdo h(z) = { )

estd definida em todo R, mas mesmo assim, h n3ao tem derivada no zero.
Por qué? A resposta a isso estd no proximo slide, mas pense qual seria
sua resposta. Faca o gréfico da fungcdo h com GeoGebra e coloque no
fortim.
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Uma nogdo intuitiva

Continuacdo. Para uma fun¢do admitir derivada e a é necessario

ter em mente outras afirmagdes tais como:
m Uma fungdo para ter derivada em a precisa ser continua em a.

Assim, se f admite derivada em a = f é continua em a. ‘ (%)

m No slide anterior a fungcdo A n3o é continua em 0, portanto, n3o
admite derivada no 0.

m A reciprocamente desta afirmacdo (%) ndo vale em geral.
Pois, a continuidade de uma fungcdo em a n3o garante a existéncia
da derivada da funcdo em a.
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Uma nogdo intuitiva

Exemplo: a fun¢do médulo de z, g(z) = é continua em todo R.

m Mesmo assim, a fun¢do g(x) = |z| ndo tem derivada no 0. Porque?

Resposta. A fungdo g(z) = |z| tem um "bico” no ponto (0,0). ‘

Este fato é fundamental, pois permitird ver que em geral:

m uma fungdo continua f que tem um “bico” em (a, f(a)), ndo tem
derivada em a.

m Para a curva y = |x| existem as retas tangentes em todos os pontos
da forma:

’(a,|a|)coma<00ua>0.‘

’ Mas no ponto (0,0), a curva y = |z| ndo tem reta tangente.

Este fato é também fundamental, pois permitird concluir que:

m uma fun¢do f continua em a que n3o tem reta tangente ao grafico
em (a, f(a)), ndo terd derivada em a.
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Caracterizagdo da derivada

Continuidade sem bicos.

m Uma fungdo f admite uma derivada num ponto a do seu dominio,
se e somente, se f é continua em a e seu grafico ndo tem um bico

em (a, f(a)).

Exemplo

A fung3o continua f(z) = 22, tem derivada em todo a € R, pois a
funcdo nao tém “bicos”.

Derivadas laterais

Investigue uma caraterizacdo da derivada de uma fungdo em a usando o
conceito de derivadas laterais (tem a ver com limites laterais) coloque
seus resultados no forim.
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Caracterizagdo da derivada

Fungdes que possuem derivada

Com esta noc3o intuitiva de derivada podemos dizer que qualquer
funcdo constante, linear, polinomial, racional, trigonometrica,
logaritmica ou exponencial possuem derivada nos pontos interiores
do dominio.
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Notacgoes

Em y = f(x), y é a varidvel dependente e z é a varidvel

independente. A notacao d—y da derivada de y em relagdo a z é
b

devida a Leibniz. Esta notacdo é usada para indicar a derivada de f
em relacdo a varidvel x. Assim

/ / . A
R R R

2
Yy dy
A notacdo — indicarad a derivada de — em relacdo a z, ou seja

;2
serd usada para indicar a derivada da funcao que associa a cada z o
valor f/(z) nos caso que existe f’(xz). Assim, temos as seguintes
notagoes para a derivadas de segunda ordem na varidvel x

V' =) =f"@)=f @)= ny - dis («Cilayc)

Discutir nos forim com seus colegas e tutor sobre derivadas de
ordem superior e dé exemplos.
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Caracterizagdo da derivada

Sejam k € R e n # 0 um natural. Ent3o valem as seguintes férmulas

B f@)=F = [fl(z)=0

fl@)=2a" = fl(z)=na""!

f@y=z™ = fllx)=-nz "l =x#0

flx)y=2zY" = f(z)=1Q/n)z/™=1  z>0sen forpare

=e* = fllz)=¢"
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Regras basicas

Derivada da soma, diferenca, produto e quociente de funcdes derivaveis.

Sejam f(x) e g(z). Entdo valem as seguintes propriedades:

B (f(z)+9(2)) = f'(z) + ' (2)
B (f(z) —g(x)) = f'(z) - g'(x)
B (f(z)-

9(@)) = F(@)g(z) + f(2)g' (=)
@)Y F@)e) — f(@)d ()
“(( ) v ’

v#0

1

cosx

Exemplo: verifique que [tan z]’ = sec? z, onde secx =
sen .r

Solugo. f(x) =tanx = ,e sen?w + cos?x =1, logo
cos T

7'(z) = fpana] = (Z22)

cos
[sen 2]’ cosx — sen z[cosz]  cos®z + sen’x 1 %
= 5 = 3 = ——— =sec z.
cos? x cos? z cos? x
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LRegra da Cadeia

Fungdes compostas (f o g)'(x) =?

Se f e g sdo duas fungdes derivaveis com a imagem de g sendo um
subconjunto do dominio de f, ent3o a fun¢do composta fog é
derivavel nos pontos do dominio de g;

Como calcular a derivada da fungdo composta f o g num ponto x do
dominio g? A resposta a é dada pela Regra da Cadeia

(fog)(x)=f'(9(x)g(x), x€ D(g).

Outra meneira de ver a Regra da Cadeia é a seguinte:

_ _ dy _ o
N SGIENG

(fog)'(z)  f'(9()) g'(x)

N3o pode simplificar os diferenciais du na Regra da Cadeia!
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Regra da Cadeia

Exemplo 1: calcule a derivada de y = (322 + 1)3

Faca f(x) = u3, onde u = 322 + 1. Assim,

f’(l‘) = = . = 61:7

ou seja,
f(x) = 18x(32? + 1)2.

16

34



AT3-1 - Unidade 3
l7Derivadas e Aplicacdes

Regra da Cadeia

Exemplo 2: Férmulas que seguem do uso da regra da cadeia

Seja g uma fungdo derivavel. Entdo valem as seguintes férmulas
B [ = g/ (),

B [ng() = L&

g9(z)’
[cosg(z)]" = —g'(z)sen g(),
B [seng(2))' = ~¢'(z) cos g(z),
B [(9())") = n(g(@)"'¢'(@), ¥n € Z—{0;
@ [(g(e) ") = —(9(e)) ¥ (2),
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Regra da Cadeia

2 3z

Exemplo 3: cdlculo da derivada de y = z~e>* respeito da varidvel z

use o fato de ser um produto de fun¢des e logo use a regra da
cadeia, assim

y/ _ [x2e3m]l _ [x2}/€3m —|—.T2 [6336}/ — 2376 T 63:&3
~~ ——
2z e3® [31’]/
3
Portanto,
(2z + 3z°)



AT3-1 - Unidade 3
L Derivadas e Aplicaces
Derivada de f(z)9 (%)

Tépicos de AT3-1

Derivadas e Aplicacdes

m Derivada de f(2)9(®)

19/34



AT3-1 - Unidade 3
l7Derivadas e Aplicacdes
| ——— f(z)9(=)

Exemplo 1: como calcular a derivada de y =

Primeiro aplique logaritmo neperiano In aos dois membros da
equagdo (x), obtemos

Iny=Inz* = Iny==zlnz (xx)

Segundo aplique exponencial eV aos dois membros da equacio (),
assim
elny _ emlnx = 2% = exlnac <***)
~—

T

agora derive aos dois membros da equagdo (x * *) na varidvel z
(z%) = (e*"®) = e®"%(gInz) = eln(zm)(lnx +1)=2"(nz +1)

A finalmente
y =2"(Inz+1)
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Exemplo 2: calcular a derivada de y = 3" relativa a varidvel x.

Como no caso do slide anterior pode comecar do item 2 do exemplo
1, assim obterd a equagao

3% — ezlnS

logo aplique o que foi feito no item 3 do slide anterior, ou seja derive
a equacgao

(31)/ _ (emlnS)/ _ emlnS(‘r In 3)/ _ eln(Bz)(ln 3) —3%In3

Portanto,
(3*) =3*1n3
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Derivadas Implicitas

Exemplos 1: considere a equagdo 2% + 92 =1, (x)

que representa a circunferéncia centrada na origem e de raio 1.
Faca y = f(z) e substituia na equacdo (), obtemos a equacio

2+ (f(2)? =1

que derivamos em ambos lados em fungdo da varidvel x, assim

d ) d
2@ T (f@)7) =—(1)
d d 0
@)+ —((f(2))")
2% 2f () f/ ()
= 242@@) =0 = Y@@ = 2w |f@)=—5

Desta forma conseguimos determinar a derivada da fun¢do f(z) de forma
implicita. Ou seja sem ter uma férmula explicita que a define.
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Observe na calculadora ou no GeoGebra que para valores z € [—1, 1]
existe um tnico valor y € [—7/2,7/2], tal que sen y = z, esta
equacao define implicitamente uma funcdo denominada funcdo
arco-seno e é indicada por y = arcosen x. Assim,

Sen y =T <> Y = arcosen x

O dominio da fungdo arcosen é o intervalo [—1, 1].
A imagem da fun¢do arcosen é o intervalo [—7/2,7/2].
A derivada da fun¢do y = arcosen x é dada por

1
(arcosen ) = —— —l<z<l1.

V1 —z?
No forim justifique por que a derivada de arcosen x é dada assim.
Dica derive implicitamente a equac¢do sen y =  em funcdo de z e
use o fato que cosz = /1 — sen? v.
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Aplicacdes

Célculo das retas tangentes e normais, e dos limites indeterminados

A seguir daremos um par de aplicagdes para que serve a derivada de uma
func3o, as outras aplicacdes serdo abordadas nos fortim sobre aplica¢des
de derivadas onde incluimos maximos e minimos.
A primeira aplicacdo é para calcular as retas tangentes e normais ao
gréafico da funcdo.
A outra aplicagao é para calcular limites indeterminados usando a
Regra de L'Hopital.
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Aplicacdes

Reta tangente ao gréfico de uma fun¢ao

Se f é uma funcdo derivavel em xy. Sabemos que

f'(@o) = Jim_ f(@o) — i(;:o tar) _

onde m; é o coeficiente angular da reta tangente ao gréafico de f no
ponto (xo, f(zo)) que é dada por

[y — f(@0) = f(z0) (& — w0) (%)

A reta tangente a f(x) = 2% — 2 no ponto (2, f(2)) é y = 3z — 47

Solugdo. Sim, pois ao aplicar a férmula da reta tangente (), obtemos
Y- @)= @Q@-2) = y-2-3(2-2) = y=3u—4

pois f'(z) = (22 —z) =22 -1 = f/(2)=2-2—1=3e f(2)=2.
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rmal ao grafico de uma funcdo

m A reta normal ao gréfico de f no ponto (zo, f(zg)), é a reta
perpendicular a reta tangente a f no ponto (zo, f(zo)).
A inclinag3o da reta tangente m; pela inclinacdo da reta normal m,,

verificam
mg - My, = —1.

Portanto, temos dois casos:

1 1
quando m = f'(xo) # 0, temos que m,, = —— = ——. logo a
me  f'(z0)
equagdo da reta nomal a f no ponto (zo, f(z0)) é dada por
— F(@0) = = (& — z0) [(++)
VIR E ) T

quando m = f’(xo) = 0, neste caso a reta normal é dada por

T = X0
——
equacao da reta normal pois a reta tangente é y=f(xo)
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5 1
A reta normal a f(z) = 2% — 2 no ponto (2, f(2)) éy = —3% - 47

Solugdo. Como f’(2) = 3 # 0, podemos aplicar a férmula da reta normal
(%), obtemos

Atividade com GeoGebra

Realice uma atividade no GeoGebra para visualizagdo das retas tangentes
e nomais de outras fun¢des como f(x) = —2¢%” (exponenciais),

g(x) = Iny/z (logaritmicas), h(z) = sen(cos(x)) (trigonométricas) no
ponto de abscissa 7o = 3.
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A 1%. Regra de L'Hopital se aplica nas seguintes condi¢es abaixo:

Sejam f e g derivaveis em A =|p — r,p[ U |p,p + r[ para algum
r >0 e com ¢g'(z) # 0 para todo € A. Nestas condi¢des, se

/
Se lim f(z) =0 = lim g(z) e se existe o limite lim M,
T—Dp T—p T—p g/(,’L‘)

entdo podemos afirmar que existe o limite:

tim 28 _ pipy £@)

im
v—p g(x) =—pg'(z)

Esta regra continua valendo se substituirmos z — p por © — p™ ou por
T — p~ ou por x — £oo.
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. x> —623+8x—3
EXemplO. 111211 W?

f(x) =25 — 62% +8x — 3 e g(x) = 2* — 1 s3o derivaveis em
A =]0.999,1.001[—{1} e ¢'(z) = (z* — 1) = 423 # 0 em A.

5 3 _ 5 .13 1
Mas limf(x):limx 6z°+8—-3 1"-6-1"+8-1-3 0
a—1 g(x) =2—1 zt—1 14 -1 0
€ um limite indeterminado. Mas, temos que lim1 g,g; existe.
xr—
. . (2%—6a%482—3) _ 1. szt-182248 _ 2.14-18.1248 _ —5
Pois, lim “=—r5—77—- = lim 250 = 20— = 2.
Assim, pelo 1%. regra de L'Hopital concluimos que:
2% — 623 + 8z — 3 (x5 — 623 +8x—-3) -5

ay -1 = im (% — 1) T4
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A 2%, Regra de L'Hopital se aplica nas seguintes condi¢cdes abaixo:

Sejam f e g derivaveis em |m,p[ com ¢'(z) # 0 para todo x € A.
Nestas condicoes se

!
lim f(x) = 400, lim g(x) = 400 e se existe o limite lim / (x)’
—p —p T—p— g/(.T)

entdo podemos afirmar que existe o limite:

TOEAC e C)

1m
a—p= g(x)  z—p- g'(T)

Esta regra continua valendo se subtituirmos  — p por  — p™ ou por
T — p~ ou por x — £00. A regra permanece viélida se ainda trocamos
um dos simbolos 400, ou ambos, por —oco.
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"y

Exemplo i € +
Xemplo 1m = 0
P z—+oco 20 — 1

Sejam f(z) = e” e g(x) = 2z + 1 claramente sdo derivaveis em
A =]30, +o00[ e ¢’'(x) = 2 # 0 para todo x € A. Mas

f(z) 5 e’ +00 +00
i 2 = lim = =
g—too g(x) e—too2z+1 2-(+o0)+1 +oo
é um limite indeterminado, mas existe lim ~———=.
x——+00 g ( )
. . (") . e H4oo _
o= Ikl}rloo (2$ — 1)’ o zEI}rloo 2 2 O

Assim, pelo 1%. regra de L'Hopital concluimos que:

x x

Ik i € +
im = lim — = .
z—+oo 200 — 1 z—+00 2 °
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