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L Limite e continuidade

Introduc3o intuitiva

Sobre a definicdo formal de limite

A definicdo formal de limite é matematicamente sofisticada, requer
muitas horas de estudo para ser entendida. Portanto, faremos aqui uma
exploracdo intuitiva do conceito de limite e de suas propriedades, através
de exemplos e interpretacoes gréficas.

Exemplo 1: Limite de uma func¢ao linear

Considere a fun¢do f(z) = 2z + 3. Quando z assume uma infinidade de
valores aproximando-se mais e mais de 0, o nimero 2x + 3 assume uma
infinidade de valores, aproximando-se de 2 -0 + 3 = 3.
Dizemos que o limite de f(z), quando x tende a 0, é igual a 3, e
escrevemos

zhi% f(z) :iil)%(Qx L 3))) =&
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Introduc3o intuitiva

Em geral

Se f é uma fun¢3o real definida em uma reunido de intervalos, e ¢ é um
ponto no interior ou no extremo de um desses intervalos.

Os matematicos dizem que: o limite de f(x), quando x tende a z, é
igual a L que, simbolicamente, se escreve

lim f(z)=L, (L€R)

T—xTo
significa que quando os niimeros reais x tendem ao ndmero real z, as
imagens f(x) tendem ao ndmero real L, ou seja, quando podemos fazer
f(x) arbitrariamente préximo de L, tomando x suficientemente préximo
de xp, mantendo x # xg.



AT2-1 - Unidade 2

L Limite e continuidade

Introduc3o intuitiva

Lista de exemplos intuitivos

lim k=% (zo € R ek e R contante fixa)

T—x(
lim 2" =zf (neN, zp €R)
T—x(
Sendo P(x) = anz™ + -+ + a1z + ap uma fungdo polinomial, onde
Qn, - .. ,01,00 SA0 todos nlimeros reais, tem-se que
lim P(z) = lim (apz™+ - -+ a12+ ag)
Tr—xo T—Xo
= lim a,2" +---+ lim a;z + lim qg
T—xo T—x T—xQ
—— —_——— ~—
ap lim z" a; lim z ao
T— X0 T—To
——— ———
anx{ a1xQ
lim P(I,C) = an:L{)‘ + -+ 0129 + ag = P(lL’())./ (IL‘() & R)

T—To
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L Limite e continuidade

Introduc3o intuitiva

Definigao

Nos exemplos anteriores, de limites com x tendendo a z, tivemos sempre

xo no dominio de f e lim f(x) = f(zo). Quando isto ocorre, dizemos
T—xQ

que f é continua no ponto x.

Intuitivamente

Uma fungdo f é continua em um ponto zy de seu dominio, se o gréfico
dela n3o apresenta “saltos” em x

Exemplos

As fungles constantes, lineares, afins, quadraticas, cubicas, polinomiais
sdo exemplos de funcdes continuas, isto é em cada ponto dos dominios as
fun¢bes sdo continuas. Em geral, uma fung3o racional é continua nos
pontos de seu dominio. Também, s3o continuas em qualquer ponto de
seu dominio a func3o valor absoluto, a funcdo raiz quadrada, as funcdes
exponenciais da forma h(z) = a®* com a > 0, as fun¢des f(x) = sen z,
g(x) = cosz, etc.
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Introduc3o intuitiva

3 Q

Exemplo: Calcular lim 72 usando simplificacdo

r—2 T —

~ 37
Solugdo. Tomando f(z) = £=2, temos que 2 & D(f).
Quando z se aproxima de 2, 23 se aproxima de 8. Assim subtituindo os
valores obtemos que

. z2—8
lim —— =
z—2 x — 2
Este resultado, , € muito comum no célculo de limites, e ndo tem
significado como valor de um limite. A expressao é um

ocorrendo em uma tentativa de célculo de um limite. A
ocorréncia desta expressdo significa que o limite ainda n3o foi calculado.

Para evitar o simbolo de indeterminacdo , neste exemplo fazemos
. w3 =8 . (22 +2x+4)(z£2) ) 9
e =

2242.244=12
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3
. r+1—1 . .,
Exemplo: Calcular lim ——— =7, usando mudanca de variavel

Um célculo direto dd uma indeterminagdo, ou seja

. Ve+1-1 . vo+1-—-1 0
1111})7 = hn%)# = 6’ (*)
r— €T xr—

lembre-se que o limite ndo foi calculado em (*),

para calcular o limite, tome y = /x + 1, eleve ao cubo a igualdade,
assim 2 = x + 1, logo considere x = 33 — 1.

Quando z tende a 0, y tende a 1 (em simbolos: se z — 0, entdo y — 1).

E ai temos
. Yz +1-1 | y—-1 (y+1)
hm = hm = hm —_—
z—0 T v=lyP =1 =1 (P +y+ 1)y £1)

1 1 1

= lim = =
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Propriedades

Vamos admitir as seguintes propriedades de limites

Se lim f(z) = Ly e lim g(x) = Ly valem, ent3o
r—a r—a
lim [f(z) + (@) = Lt + Lo = lim f(z) + lim g()
(O limite de uma soma é igual a soma dos limites das parcelas);
yl_iln kf(x) =kL, =k lim f(x)
(Toda constante saf fora do limite);

B lm f(z)g(x) = Ly - Ly = (lim f(,zf)> <1im 4(/()'))

Tr—a Tr—a Tr—a

(O limite do produto é igual ao produto dos limites);

(o lim f(x)
L —a
lim f(l) L=
rag@) Ly lm g(a)
(O limite do quocnente e igual ao quociente dos limites, se Ly # 0).

11 /47
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L Limite e continuidade

Propriedades

g 3 0 3 q:
3_ 3 imgx 3) Jlglinm ;1_)rr123 23 _ 3 .
1)

lim 22 + lim 1 :22—|—1 -
r—2 T—2
2 —1

A fungdo f(z) = z—1
3 sex =1,

Com efeito, para x # 1, temos que

_2?—1  (z+1)(zA)
@) =T =

lim

z—2 22 +1  lim (22 +
r—2

se r # 1; o 2 p
7L nao é continua em xz = 1.

=x+1

1imlf(x): liml(x—l—l):limlx—l—lin111:1—|—1:27é
= lim f(x) #

Portanto, podemos concluir que f n3o é continua em x = 1.
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L Limite e continuidade

Propriedades

Outras propriedades de limites e fun¢des continuas

Se f e g sdo duas fungdes tais que Im(f) C D(g), (a imagem de f
é um subconjunto do dominio de g), lim f(xz)=L e
T—x(
, entdo podemos calcular o limite da funcdo composta
go f quando x — x, da seguinte forma:

Se Im(f) C D(g) e f é continua em xy e g é continua em f(x),
ent3o a fungdo composta g o f é continua em xg.
Pelo item anterior, temos que

lim (g0 f)(z) = g( im f(2)) = (9(f(0))) = (g © f)(w0)-

r—Xo T—Xo
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Propriedades

Na propriedade 1 do slide anterior, se g ndo é continua em
L= lim f(z) mesmo que L € D(g) podemos ter que

T—xo

lim (g f)(@)7g( lm f(z).

T—T0

De fato, basta considerar a func3o identidade f(x) = z e a fungio
2

- —1 1.
g(z) = _1 =7 7 1; que é discontinua em = = 1. Entdo

3 sex =1,
para zg = 1 um calculo simples diz que

2 _
lim(g 0 f)() = lim T =243 = (1) = g(lim /()
———
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Lista 3 de Exercicios

Calcule os limites

&) I ?__ > o (b) @#
T+ h)° —x .

(¢) lim ———— (d) mlir%(zz j: Z)(ﬂﬂ —4)

(e) lim 15 ) B —16

® im0l (- )

Respostas e sugestoes

= (a) 4; (b) 1/9; (c) 322%; (d) 5v/2 — 20
m (e) 15; (f) —3/8; (g) —23; (h) 2.
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AT2-1 - Unidade 2
L Limite e continuidade

Teorema do confronto

Tépicos de AT2-1

Limite e continuidade

m Teorema do confronto

17 /47



AT2-1 - Unidade 2
L Limite e continuidade

Teorema do confronto

Nesta secdo enunciamos o Teorema do Confronto e damos aplicagces
dele no calculo de importantes limites espaciais que envolvendo fun¢des
trigonométricas.

Teorema do Confronto

Dadas trés fungbes f, g, h que satisfazem as duas propriedades abaixo:

existe r > 0 tal que
g(x) < f(z) < h(x), paratodo 0< |z — x| <7; e
lim g(x) =L = lim h(x).

T—xo T—xTg

Entdo podemos concluir que

lim f(z)=L.

T—x0
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Teorema do confronto

Observacdo

As fungOes seno e cosseno podem ser introduzidas como as Unicas
fungbes definidas em R, indicadas por sen e cos, satisfazendo as seguintes
propriedades:

sen 0 = 0;
cos0 =1,

Quaisquer que sejam os niimeros reais a e b

sen (a — b) = sen acosb — sen bcosa
Quaisquer que sejam os ndmeros reais a e b

cos(a — b) = cosacosb+ sen a sen b

Existe r > 0 tal que

sen x
O<senxz <z < tanzx =
Ccos T

, para0 <z < r.

19 /47
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Teorema do confronto

. o . .S
Exemplo: calculo do limite especial lim =1

x—0 X

Pelo slide anterior 3r > 0, tal que para 0 < x < r, vale 0 < sen x e

sen T - 1
sen x < £ < —— multiplicando por
cosx sen x

sen x B 1 . . = =
= 1= < < invertindo as fragdes ()
Senx  senT  COST

sen r

= 1> > cosz. ()

Analogamente para —r < x < 0, obtemos as mesmas desigualdades que

em (x), pois cos(—x) = cosx e sen (—x) _ —senzr _ sen x.
_ . "
Portanto, para 0 < |z| <7, vale cosw < *-% < 1.

Logo, pelo Teorema do Confronto, obtemos

. . senx
1 = lim cosz < lim

z—0 z—0 X

<liml=1.
z—0




1—cosx

m

Solucdo. Para calcilar o limite podemos utilizar o limite éspecial
calculado no slide anterior.

1 —cosx . l—cosx 1+cosz . 1—cos’z 1

lim > = lim > . = lim > .
z—0 T z—0 T 1+cosxr -0 75 1+ cosx

Usando a identidade sen? 2 + cos?z = 1 em (%), obtemos que

. 1—cos?z 1 . sen?z 1
lim 5 . = lim 5
z—0 T l1+cosx -0 x 1+ cosx
. sen’z 1 . osenx\?2 . 1
= lim T lim = ( lim -lim ———
z—0 T z—0 1 4+ cosx z—0 I z—0 1 4+ cosx

N

Portanto,

21 /47
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Lista 4 de Exercicios

Verifique se s3o verdadeiras ou falsas as seguintes questdes:

. sen bx
lim —— =57
x—0 €T
lim zsen 1 = 0?
z—0 z
. 1l—cosz 1
lim —— = =7
z—0 7 2
. tanx
lim = +o00?
x—0 X
. x
lim =17

z—0 sen r
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Limites infinitos

Exemplo: se f(x) ent3o valem as seguintes afirmagoes

m f é continua em todo os pontos a € D(f) =R — {0}. Pois,

1. = 1. —_— = LG = — = .
xlgtlzf(x) Pty 22 lim 22 a2 f(a)
r—a
m f é uma fungdo par.
Tabela:
1
T z? flz) = =
+1 1 1
40,5 0,25 4
40,2 0,04 25
40,1 0,01 100
40, 01 0,0001 10000
40,001 | 0,000001 1000000




AT2-1 - Unidade 2

L Limite e continuidade

Limites infinitos

continua¢ao do exemplo

Pela tabela do slide anterior, temos que na primeira coluna os valores de
x cada vez s3o mais préximos de 0. Na dltima coluna da tabela, temos
que os valores correspondentes de f(x) tornam-se cada vez maiores.
Neste caso podemos fazer f(x) ultrapassar qualquer ndmero positivo,
tomando z suficientemente préximo de 0. Assim, dizemos que o limite de
f(z), quando x tende a 0 é “+ infinito’, e escrevemos

lim f(z) = 400

z—0

ou seja,

26 /47
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Limites infinitos

Interpretacao geométrica

|

A interpretagdo geométrica de lirr%) — = +00 pode ser feita no
x—0

: (- 1

GeoGebra, onde pode ser feito um esbogo do gréfico da curvay = — e
x

manipular de forma dindmica o gréfico, com o intuito de visualizar que a
medida que x se aproxima de 0, y = f(z) torna-se cada vez maior. Para
isto escreva na “Entrada do GeoGebra” a seguinte funcdo “1/z2" e de
Enter, automaticamente a curva sera construida.
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L Limite e continuidade

Limites no infinitos

Noc¢do intuitiva

X
1
2 41025
5 25 | 0,04
10 100 | 0,01
100 | 10000 | 0,0001
1000 | 1000000 | 0,000001

Agora observe a tabela acima. Note que, a medida que x cresce
indefinidamente, assumindo valores positivos cada vez maiores,

flx) = z% torna-se cada vez mais préximo de 0. Isto também é sugerido
pelo gréfico da funcdo. Neste caso, dizemos que o limite de f(z),
quando = tende a “+ infinito", é igual a 0, e escrevemos

lim — =0
T—+00 (172
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Limites no infinitos

Exemplo

|

A interpretacdo geométrica do lim — = 0, ou seja, a medida em que
z—+o0 12

x cresce, tomando valores cada vez maiores, f(x) aproxima-se de 0. E

1
ainda lim — = 0.
r——00 I

Célculo de limites de forma intuitiva

Nas duas tabelas anteriores, também ilustramos:

limz2 =0 lim 22 =400
x—0 T—+00

Também podemos facilmente inferir

lim 22 =4 lim =0

T——00 z——o00 12
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Limites no infinitos

Algebra de limites infinitos

(400) + (400) = +00
(£00)? = 400
(4+00)® = 400
(700)(inteiro positivo par) = +o0
+00 + ¢ = +o (c constante)
_J 4o sec>0
c.(-l—oo)_{ DS =

—l—oo_{ 400 sec>0
c

—oco sec<0
Atencdo! Com os

(+00) = (+00), (=

— =0
+oo
700)(|nte|ro positivo impar) __ — 00

—00 + ¢ = —oo (c constante)
{ +oo sec<0
¢ (—o0) =

—o00 sec>0
—00 +oo sec<0
c | —oo

sec>0

resultados” no calculo de limites

) + (+00),

00
0-(x —
(Oo)e:I:oo

13
[
8
B

sdo novos simbolos de indeterminagdo. Nada significam como valores de
limites. Caso chegue a algum deles no cédlculo de um limite, tem que
repensar o procedimento de célculo.

31/47
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Limites no infinitos

Exemplo: calcular lim
T — 400

Solucdo. Uma substituicdo direta nos da

q 2 g q
z—too 3+ 4 a lim 234+ lim 4
x—+00 r—+oo

:+oo—(+oo)—1

+oo + 4
Para evitarmos simbolos de indeterminagdo, fazemos
2 1 2 1
2 _9p 1 “ 2 8-—-—
jm % —22-1 o\ @ &) e TrTg?
x— 400 :B'?’ —+ 4 z— 400 3( 4 ) z—+o00 ( 4 )
@ 1_,'_73 a® 1+73
X x
o2 1
__ 400 4o __ 3-0 _ 3 _,
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Limites no infinitos

Como calcular limite de fung¢des racionais
p(z)

Nos limites da forma hm em que p(z) e g(z) sdo polindmios em

s—too (@)’
x, prevalecem os termos de maior grau de ambos os polindmios, ou seja,
se
() = apz™ + ap_12" 1+ -+ a1z + ag,
¢(z) = bpxz™ + bpp_12™ 1+ -+ bz + b
entdo hm Q = lim &aZ_ e lim r)= lim a,z".
r— 400 z) xr—+o0 bmx ( mﬁioop( ) r—+o0 " )

Observacao

|

No exemplo do slide anterior, basta fazer

. 32 -22 -1 . 3a? .3 3
im ———= lim ——= lim —=—=0
z—+oc0 3 +4 z—+oo 3 z—+oco T +00

para calcular o limite. Mas atencdo. Este calculo sé vale para limites de
fun¢Ges racionais, em que x — Fo0.

33 /47
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Limites no infinitos

Exemplo: calcular lim (2® — 23)

r——00

Uma substituicdo direta nos da

lim_(2° — %) = (<00)° = (~00)? = (=09) = (=00) = (=0 + (+00),

r——00

portanto chegamos a um simbolo de indeterminag3o.
No entanto, fazendo a seguinte fatorizacdo

1
zs—x3:x5<1—2>
T

podemos calcular facilmente o limite

1
lim (2° —2%) = lim 25(1 - =)= +4o00-(1-0) = +oo

T——00 T——00 2
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Lista 5 de exercicios

Calcule os limites

. 243 , Va2 + 1
(a) lim_ (b) lim VL
—+oo T —|— f z—+oo x4+ 1 X
2 2 2
(¢) lim xier?) (d) lim (22 +3)°(2 = 37)
z—+o0 13 — 8 — 5 z—-+o00 x5+ 5

(e) hm (\/m —vz) (f) zli)ar_loo(\/x2 +ax — )

Respostas e sugestoes

m (a) 2; (b) 0; (c) 0; (d) 72
m (e) 0. Sugestdo.

D WEFE-AWETa+VE) _ @
Veta=ye= et Ve RRVCET T

m (f) a/2. Sugestdo. Imite o procedimento usado no exercicio anterior.
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Limites Laterais

Exemplo. Limites laterais de f(z) =z + Y quandoz — 0T ez — 0~

m O dominio de f é R — {0}.
m Sez >0,

#l=n = f(m)z:r—i—gzx—&—l.
&

m Sez <0,

z|=—-2 = f(x):x—l—i:x—l.
-z

m O grafico de f é a unido de duas semi-retas:
{@y)/y=2+1, 2>0tU{(z,y) /y=2—-1, <0}

m Se z tende a 0, mantendo-se > 0, f(x) tende a 1. Dizemos que o
limite de f(z), quando x tende a 0 pela direita, é igual a 1, e
denotamos

Tim f(@) = 1.

m Se z tende a 0, mantendo-se < 0, f(x) tende a —1. Dizemos que o
limite de f(z), quando x tende a 0 pela esquerda, é igual a —1, e
denotamos

lim f(z)=-1.

z—0~
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Limites Laterais

Em geral, limite lateral a direita: lim+ f(z)
T—Dp

Seja p um nidmero real no interior ou no extremo inferior de um intervalo
contido no dominio de uma fungao f.

m o limite lateral de f(x), quando z tende a p pela direita, se escreve

lim f(z)
z—pt
o simbolo & — p* indica que x € D(f) e estd aproximando-se de p
com valores de x maiores que p. Isto significa que %13%) f(x).
r>p
m O limite lateral a direita pode existir ou n3o.

Quando existe lirn+ (z) = L pode acontecer que:
T—p

LeR ou L=+0c0 ou L=—

Quando n3o exite lim+ f(z), implica que n3o exite lim f(z).

T—p T—p

39 /47
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Limites Laterais

Em geral, limite lateral a esquerda: lim f(z)

T—p—

Seja p um nidmero real no interior ou no extremo inferior de um intervalo

contido no dominio de uma fungao f.
m o limite lateral de f(x), quando z tende a p pela direita, se escreve

lim f(z)
T—p—
o simbolo z — p~ indica que x € D(f) e estd aproximando-se de p
com valores de x menores que p. Isto significa que %11)1%) f(x).
x<p

m O limite lateral a esquerda pode existir ou n3o.
Quando existe lim f(z) = L pode acontecer que:

rT—p

LeR ou L=+0c0 ou L=—

Quando n3o exite lim f(z), implica que n3o exite lim f(x).
r—p

T—p—
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Caraterizacdo do limite usando seus limites laterais

Sejam f uma func¢do, p um ndmero real e suponhamos que existam
niimeros reais a e b tais que ]a, p| e |p, b[ estejam contidos em D(f).

Entdo
Existe lim f(zx) =L <«  Existem lim+ f(z) = lim f(z)= L.
r—p Tr—p T—p—

Por outro lado, qualquer uma das afirmacdes a seguir:
ndo existe ou lim f(x) n3o existe;

lim f(z)
z—pt T—p—

lim f(z) # lim f(z);
z—pt T—p~

implicam que o iLII; f(x) ndo existe.

4147
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Limites Laterais

1
Exemplo: Limites laterais de f(z) = — quando z — 0" ez — 0.
x

m O dominio D(f) =R — {0} =] — 00, 0[U]0, +o0].
m 0 é extremo superior do intervalo | — 00, 0[ C D(f), e também §é
extremo inferior do intervalo |0, +o0o[ C D(f).

m Faca um esbog¢o do grafico de f no GeoGebra, e observe que os
limites laterais

. 1 1 . 1 1
lim — = — =400 e lim — = — = —00
z—0+ T lim z z—0— T lim z
z—0 x—0
x>0 <0

- e . o1
m Como os limites laterais s&o distintos podemos concluir que A lim —.
T—>

As propriedades de a soma, diferenca, produto e quociente de limites
valem para os limites laterais.
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Limites Laterais

1
= lo: lim — = lim —
HETEE :lrglll+ (T — 1)2 kti%l* (117 = 1)

Solucso.

m Basta verificar que lim = +o00 para obter o resto das

z—1 (a: — 1)2
igualdades.
m Faga z = (z — 1)?
m Observe que z > 0 para qualquer valor de z > 0.
m Veja também que quando x aproxima-se de 1, temos que z
aproxima-se de 0, mas por valores positivos.
Assim

. 1 1
lim —— = lim - = +o0
a1 (z—1)2 -0tz
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Limites Laterais

Calcular lim
g——2t |z

Solugéo.
m Observe que z + 2 > 0 se e somente se © > —2.
m Assim, se x > —2, temos  +2 > 0 e entdo |x + 2| = = + 2.
m Logo, se z < —2, temos z + 2 < 0 e entdo |z + 2| = —(z + 2).
m Portanto, temos

x+2 . @2 (z+2)

im = lim = lim = lim 1=1
g——2+ |z 4 2| 2>=2 |z + 2] 252 (x42) z——2
2 2 2
im ik = lim i = lim M: lim —1=-1
z——2- |z +2| >-2|z+2] =z>-2—(x42) z--2
r<—2 r<—2
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Tépicos de AT2-1

Limite e continuidade

m Lista 6 de Exercicios
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Lista 6 de Exercicios

Esboge um gréfico de uma fungo y = f(x) que verifique:
(@) lim f()=-c0  (b) lim fa)=—}
(c) lim f(z)=+oo (d) hm f(@)=0
(e) hm flx)=-1 (f) hm flz)=-1
(8) Zggloof( x) = —3 (h ) hm flx) = —o0

Calcule os limites laterais

. T—x . T™T—x . 932—;;9
() lim =zl (b) lim T=2l (¢) lim 2 5etd

= T—T 3
T z—mt z—2t

Calcule lim+f(as), lim f(x) e diga se existe lim f(xz).
z——3 z——3"

T— —

Diga também se f é continua no ponto —3.

1
T sex < —3

Jr+2 sex>-3

flx) =
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Lista 6 de Exercicios

Respostas e sugestoes

Sugestdo use a apostilha (aula 2) do Prof. Jodo Sampaio.
(@) -1 (b)1 (c) +oo

m - lim () = =,
1

i -

w lim f@)=13

m Dai, ndo existe o limite lirn3 ().
m Apessar de f(—3) = —1, mas como n3o existe lim3 f(z), f ndo é

continua no ponto —3.
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