
Unidade 7

Integrais inde¯nidas

7.1 Antiderivadas ou integrais inde¯nidas

Sendo f(x) e F (x) de¯nidas em um intervalo I ½ R, dizemos que

F ¶e uma antiderivada ou uma primitiva de f , se F 0(x) = f(x)

para todo x 2 I.
Ou seja, F ¶e antiderivada ou primitiva de f se F ¶e uma fun»c~ao cuja derivada ¶e

f .

Como primeiros exemplos, temos

f(x) primitiva de f(x)

3x2 x3

2 2x

ex ex

senx ¡ cosx

Observa»c~ao 7.1 Se F ¶e antiderivada de f em I, e c ¶e uma constante, ent~ao F + c
tamb¶em ¶e uma antiderivada de f em I.

De fato, se F 0(x) = f(x), para todo x 2 I, ent~ao
[F (x)+c]0 = F 0(x) = f(x), e portanto F (x)+c tamb¶em ¶e uma antiderivada

de f(x) em I.

Assim, por exemplo x3, x3 + 5 e x3 ¡p
2 s~ao primitivas de 3x2.

Proposi»c~ao 7.1 Se F1 e F2 s~ao antiderivadas de f , em I ½ R (I um intervalo),
ent~ao existe c 2 R tal que F1(x) = F2(x) + c, para todo x 2 I.
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De¯ni»c~ao 7.1 (Integral inde¯nida) Sendo F uma primitiva de f no intervalo I,
chama-se integral inde¯nida de f , no intervalo I, µa primitiva gen¶erica de f em I,
F (x) + C, sendo C uma constante real gen¶erica. Denotamos tal fato porZ

f(x)dx = F (x) + C

Nesta nota»c~ao, omite-se o intervalo I. Sumarizando,Z
f(x) dx = F (x) +C () F 0(x) = f(x)

7.2 Integrais inde¯nidas imediatas

Coletaremos as primeiras integrais inde¯nidas cujo c¶alculo ¶e imediato.

Proposi»c~ao 7.2

1.
R
x® dx =

x®+1

®+ 1
+C, se ®6= ¡1.

2.

Z
1

x
dx = ln jxj+C.

3.
R
senx dx = ¡ cosx+C.

4.
R
cosxdx = senx+ C.

5.
R
ex dx = ex +C.

6.
R
ax dx =

ax

ln a
(a > 0; a6= 1).

7.
R
sec2 x dx = tg x+C.

8.
R
cosec2 x dx = ¡ cotg x+C.

9.
R
secx ¢ tgx dx = secx+C.

10.
R
cosecx ¢ cotg x dx = ¡ cosecx+ C.

11.

Z
1

1 + x2
dx = arc tg x+ C.

12.

Z
1p

1¡ x2
= arc senx+ C.
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Para veri¯car a validade das integrais acima, basta veri¯car que a derivada (em
rela»c~ao a x) do segundo membro, em cada igualdade, ¶e a fun»c~ao que se encontra sob o
sinal de integra»c~ao. Como exemplos,

se ®6= ¡1,
µ
x®+1

®+ 1

¶0
= (®+ 1) ¢ x

®+1¡1

®+ 1
= x®.

(ln jxj)0 = 1=x:
se x > 0, (ln jxj)0 = (lnx)0 = 1=x;

se x < 0, (ln jxj)0 = (ln(¡x))0 = 1

¡x ¢ (¡x)
0 = 1=x.

(ax)0 = ax ¢ lna, logo
µ
ax

lna

¶0
=
ax ln a

lna
= ax.

7.3 Manipula»c~oes elementares de integrais

Proposi»c~ao 7.3 Se
R
f(x) dx = F (x) + C e

R
g(x)dx = G(x) + C, ent~ao,

sendo a; b 2 R, a6= 0,

1.
R
[f(x) + g(x)] dx =

R
f(x)dx+

R
g(x) dx

2.
R
k ¢ f(x) dx = k ¢ R f(x) dx

3.
R
f(x+ b) dx = F (x+ b) + C

4.
R
f(x¡ b) dx = F (x¡ b) +C

5.
R
f(b¡ x) dx = ¡F (b¡ x) + C

6.

Z
f(ax) dx =

1

a
F (ax) + C

7.

Z
f(ax+ b) dx =

1

a
F (ax+ b) + C

7.4 Exemplos elementares

1.
R
cosxdx = senx+ C. Logo,

(a)
R
cos 3x dx = 1

3
sen 3x+C

(b)
R
cos

¡
2x¡ 3¼

2

¢
dx = 1

2
sen

¡
2x¡ 3¼

2

¢
+C

2.
R
ex dx = ex +C. Logo,

(a)
R
ex¡5 dx = ex¡5 + C
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(b)
R
e2¡x dx = ¡e2¡x + C

(c)
R
e5x dx = 1

5
e5x + C

3. Calcular
R
tg2 xdx.R

sec2 xdx = tg x+ C.

Temos cos2 x+ sen2 x = 1, logo 1 + tg2 x = sec2 x.

Logo,R
tg2 xdx =

R
(sec2 x¡ 1) dx =

R
sec2 x¡ R

1 dx = tg x¡ x+C

4. Calcular
R
(5 cosx+ cos 5x) dx.Z
(5 cosx+ cos 5x) dx = 5

Z
cosx dx+

Z
cos 5x dx

= 5 senx+
1

5
sen 5x+C

5. Calcular
R
senx cosx dx.

Temos sen 2x = 2 senx cosx, logo senx cosx = 1
2
sen 2x. Da¶³Z

senx cosxdx =
1

2

Z
sen 2x dx

=
1

2
¢ 1
2
(¡ cos 2x) + C = ¡1

4
cos 2x+ C

6. Calcular

Z p
x+ 1

x
dx.

Z p
x+ 1

x
dx =

Z Ãp
x

x
+
1

x

!
dx =

Z p
x

x
dx+

Z
1

x
dx

=

Z
x¡1=2 dx+

Z
1

x
dx

=
x1=2

1=2
+ ln jxj+ C = 2

p
x+ ln jxj+ C

7.5 Integra»c~ao por mudan»ca de vari¶avel ou

integra»c~ao por substitui»c~ao

Suponhamos que Z
f(u)du = F (u) +C (7.1)
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Podemos substituir u = '(x) na express~ao 7.1, fazendo du = '0(x) dx, ou
seja, de 7.1 obtemos Z

f('(x)) ¢ '0(x) dx = F ('(x)) + C (7.2)

Sumariando o que dissemos acima,

Z
f(u) du = F (u) + C =)

Z
f('(x)) ¢ '0(x) dx = F ('(x)) + C

pela mudan»ca de vari¶avel u = '(x), tomando-se du = '0(x) dx.

Na pr¶atica, quando calculamos
R
f('(x))'0(x) dx, tendo-se as considera»c~oes

acima, fazemos u = '(x), du = '0(x) dx, e passamos pela seqÄuência de igualdades:Z
f('(x))'0(x) dx =

Z
f(u)du = F (u) + C = F ('(x)) + C

Exemplo 7.1 Calcular

Z
1p

3¡ 2x
dx.

Solu»c~ao. Come»camos fazendo a substitui»c~ao u = 3¡ 2x.

Ent~ao du =
du

dx
¢ dx = (3¡ 2x)0 dx = ¡2dx.

Portanto dx = ¡1
2
du.

Assim, temosZ
1p

3¡ 2x
dx =

Z
1p
u
¢
µ
¡1
2

¶
du = ¡1

2

Z
u¡1=2 du = ¡1

2
¢ u

¡1=2+1

¡1
2
+ 1

+ C

= ¡u1=2 + C = ¡pu+ C = ¡p3¡ 2x+C

Exemplo 7.2 Calcular
R
tgx dx.

Solu»c~ao.

Z
tgx dx =

Z
senx

cosx
dx.

Como (cosx)0 = ¡ senx, tomamos u = cosx, e teremos

du = (cosx)0dx = ¡ senx dx.
Assim,Z
tgx dx =

Z
senx

cosx
dx =

Z ¡1
u
du = ¡ ln juj+C = ¡ ln j cosxj+C
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Exemplo 7.3 Calcular

Z
xp
x2 + 5

dx.

Solu»c~ao. Note que (x2 + 5)0 = 2x. Isto sugere fazermos

u = x2 + 5, de onde du = 2x dx, ou seja, x dx =
1

2
du.

Temos ent~aoZ
xp
x2 + 5

dx =

Z
1p
u
¢ 1
2
du =

1

2

Z
u¡1=2du = u1=2 +C =

p
x2 + 5 + C

7.5.1 Uma tabela mais completa de integrais imediatas

Tabela 7.1. Tabela de integrais inde¯nidas (nas ¶ultimas linhas, a > 0, e ¸6= 0).

R
u® du =

u®+1

®+ 1
+ C, (®6= ¡1)

Z
1

u
du = ln juj+ C

R
senudu = ¡ cosu+ C

R
cosudu = senu+C

R
eu du = eu + C

R
au du =

au

lna
(a > 0; a6= 1)

R
sec2 udu = tg u+ C

R
cosec2 udu = ¡ cotg u+ C

R
secu ¢ tg udu = secu+ C

R
cosecu ¢ cotg udu = ¡ cosecu+ C

R
secudu = ln j secu+ tg uj+ C

R
cosecudu = ¡ ln j cosecu+ cotguj+C

R
tg udu = ¡ ln j cosuj+ C

R
cotgudu = ln j senuj+ C

Z
1

1 + u2
du = arc tgu+C

Z
1p

1¡ u2
du = arc senu+ C

Z
du

a2 + u2
=
1

a
arc tg

u

a
+C

Z
du

a2 ¡ u2
=

1

2a
ln

¯̄̄
¯a+ u

a¡ u

¯̄̄
¯+ C.

Z
dup
a2 ¡ u2

= arc sen
u

a
+C

Z
dup
u2 + ¸

= ln ju+
p
u2 + ¸j+ C
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7.6 Problemas

Calcule as seguintes integrais inde¯nidas, utilizando, quando necess¶ario, mudan»ca de
vari¶aveis. Fa»ca uso da tabela de integrais inde¯nidas da tabela 7.1.

1.
R
(x+

p
x) dx. Resposta. x

2

2
+ 2x

p
x

3
+ C

2.
R ³
x2 + 1

3
p
x

´2
dx. Resposta. x

5

5
+ 3

4
x2

3
p
x2 + 3 3

p
x+C

3.
R
senax dx. Resposta. ¡cos ax

a
+ C

4.
R
lnx
x
dx. Resposta. ln

2 x

2
+ C. Sugest~ao. Fa»ca u = lnx

5.
R

dx

3x¡7 . Resposta.
1
3
ln j3x¡ 7j+ C

6.
R
tg 2x dx. Resposta. ¡1

2
ln j cos 2xj+ C

7.
R
cotg x

3
dx. Resposta. 3 ln j sen x

3
j+ C

8.
R
tg' sec2 'd'. Resposta. 1

2
tg2 '+C. Sugest~ao. Fa»ca u = tg'

9.
R
sen2 x cosx dx. Resposta. sen

3 x

3
+ C. Sugest~ao. Fa»ca u = senx

10.
R
cos3 x senx dx. Resposta. ¡cos4 x

4
+ C

11.
R

xdxp
2x2+3

. Resposta. 1
2

p
2x2 + 3 +C. Sugest~ao. Fa»ca u = 2x2 + 3

12.
R
2x(x2 + 1)4 dx. Resposta. (x

2+1)5

5
+ C. Sugest~ao. Fa»ca u = x2 + 1

13.
R
e2xdx. Resposta. 1

2
e2x + C

14.
R
xe¡x

2

dx. Resposta. ¡1
2
e¡x

2

+C. Sugest~ao. u = ¡x2

15.
R

ex

3+4ex
dx. Resposta. 1

4
ln(3 + 4ex) + C. Sugest~ao. u = 3 + 4ex

16.
R

dx

1+2x2
.

Resposta. 1p
2
arc tg(

p
2x) + C. Sugest~ao. 2x2 = (

p
2x)2, u =

p
2x

17.
R

dxp
1¡3x2

. Resposta. 1p
3
arc sen(

p
3x) + C




