Unidade 7

Integrais indefinidas

7.1 |Antiderivadas ou integrais indefinidas

Sendo f(x) e F(x) definidas em um intervalo I C R, dizemos que

F é uma antiderivada ou uma primitiva de f, se F'(x) = f(x)

para todo « € I.

Ou seja, F' é antiderivada ou primitiva de f se F' é uma funcdo cuja derivada é

f.
Como primeiros exemplos, temos
f(x) primitiva de f(x)
3x? 3
2 2x
e” e”
senx —cosx

Observacao 7.1 Se F' € antiderivada de f em I, e ¢ é uma constante, entao F' + ¢
também é uma antiderivada de f em I.

De fato, se F’(x) = f(x), para todo « € I, entdo

[F(x)+c]' = F'(x) = f(x), e portanto F(x) 4 ¢ também é uma antiderivada
de f(x) em I.

Assim, por exemplo 3, 3 + 5 e x® — 4/2 sdo primitivas de 3x2.

Proposicdo 7.1 Se Fy e F» s3o antiderivadas de f, em I C R (I um intervalo),
entdo existe ¢ € R tal que Fy(x) = Fy(x) + ¢, para todo x € I.
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Definicao 7.1 (Integral indefinida) Sendo F' uma primitiva de f no intervalo I,
chama-se integral indefinida de f, no intervalo I, a primitiva genérica de f em I,
F(x) + C, sendo C uma constante real genérica. Denotamos tal fato por

/f(:c) dz = F(z) + C

Nesta notacdo, omite-se o intervalo I. Sumarizando,

/ f@)de = F(z) + C <« F'(z)= f(a)

7.2 |Integrais indefinidas imediatas

Coletaremos as primeiras integrais indefinidas cujo célculo é imediato.

Proposicao 7.2
a+1

+1

: T
1. [z*dx = + C, sea # —1.
o

1
2. /—da::ln|w|—|—C.
J x

W

. [senxdx = —cosx + C.

N

. [cosxdr =senxz + C.

5 [e*dx=e*+C.

T

6. [a®dx = la (a>0,a #1)

na
7. [sec?xdr =tgx + C.

8. [cosec?xdx = —cotgx + C.
9. [secx-tgxdx =secx + C.

10. [ cosecx - cotgx dx = — cosecx + C.

1
11. / 1+m2da: = arctgx + C.

12 = arcsenx + C.




Semana 7. Integrais indefinidas. 73

Para verificar a validade das integrais acima, basta verificar que a derivada (em
relagdo a «) do segundo membro, em cada igualdade, é a fun¢do que se encontra sob o
sinal de integracdo. Como exemplos,

potl / poatl-1
-1 = 1) - = .
se a # '<a—|—1> (x+1) o T
(In|z|) = 1/«:

sex >0, (In|z|) = (Inx) = 1/33;1
sex <0, (In|z|) = (In(—=x))’ = " (—z) =1/=x.

= a”.

Ina

a®\’ a®lna
(a*) = a® - Ina, logo 0 =
na

7.3 |Manipulacoes elementares de integrais

Proposicdo 7.3 Se [ f(z)dx = F(z) + C e [g(x)dx = G(z) + C, entio,
sendoa,b € R, a # 0,

L [[f(z) +g(zx)]dx = [ f(z)dz + [ g(x) dx
2 [k-f(z)de =k- [ f(z)dx

. [f(z+b)de = F(z+b)+C

[ f(z—b)dz = F(z — b) + C
[f(b—x)dz=—F(b—x)+C

A QW

S

()

: /f(aa:) dr = 2F(am) + C

~

. /f(aa:—l—b)da;:lF(aa:—l—b)—l—C
. a

7.4 |Exemplos elementares

1. [coszdxr =senz + C. Logo,

(a) [cos3xzdx = ;sen3x + C
(b) [cos (2@ — Z) do = ;sen(2x — ) + C

2

2. [e*dx =e” 4+ C. Logo,
(a) [e*Pdx =e"""+C
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(b) [e**dx =—e**+C
(c) [e*dx = e + C
3. Caleular [ tg?z d.
[sec?zdx =tgz + C.
Temos cos?x +sen?x = 1, logo 1 + tg2x = sec? x.
Logo,
[tg?xzdr = [(sec?’z —1)dx = [sec’z — [1lde =tgz —x+ C

4. Calcular [(5cosx + cos 5z) dx.

/(5005w+cos5w)dw:5/cosa3da3—|—/cos5wdw

1
= 5senm—|—gsen5a}—|—C

5. Calcular [ senx cos x dx.

Temos sen 2o = 2 sen x cos x, logo senx cos x = % sen 2x. Dai

1
/sen:ccos:cda: = 5 /seandm

=1L 22) + C = — > cos2z + C
—2 5 COS 4 = 4COSZB

6. Calcular

/Mdfp.
/@da;:/ <g+é> dw:‘/gdw—i—/idw

1
= /a:_l/zdw—l— /—dw
. J x

21/2

1/2

+In|z|+C =2V +In|z|+C

7.5 |Integracao por mudanca de variavel| ou
integracao por substituicao

Suponhamos que

/ F(u)du = F(u) + C (7.1)
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Podemos substituir u = ¢(x) na expressdo 7.1, fazendo du = ¢’(x) dx, ou
seja, de 7.1 obtemos

/ Flo(x)) - @' () da = F(p(z)) + C (7.2)

Sumariando o que dissemos acima,

[f@du=F@+C = [ fe@)- @ de = Fe@) +C

pela mudanga de varidvel u = (), tomando-se du = ¢’(x) d.

Na pratica, quando calculamos [ f(¢(x))¢’(x) dx, tendo-se as consideragdes
acima, fazemos u = ¢(x), du = ¢’'(x) dx, e passamos pela seqiiéncia de igualdades:

/ Flo(@))¢! (@) da = / f(u)du = F(u) + C = F(p(x)) + C

' 1

Exemplo 7.1 Calcular | ——=d=.
P ! / V3 —2x
Solugdo. Comecamos fazendo a substituicio u = 3 — 2x.

. du

Entdo du = — -dx = (3 — 2z) dz = —2d=x.
dx
1

Portanto dx = —Edu.

Assim, temos

/' 1 / 1 < 1>d 1/‘ 12y 1 u_1/2+1+c
——dr = | —(—=-| —= u=—/|u U=——=-——
V3 =2z Vu 2 2 2 141

= —u'?+C=—-vVu+C=—-V3-2cx+C

Exemplo 7.2 Calcular [ tgx dx.

' sen x
Solugéo. /tgacdac = / dx.

cosx

Como (cosx)’ = — sen x, tomamos u = cos x, e teremos
du = (cosz)'dr = —senx dx.

Assim,

senx —1
/tgmdm:/ dac:/—du:—ln|u|—|—C:—ln|cos:c|—|—C’
: J cosw J u
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Exemplo 7.3 Calcular/

T
—dx.
Va2 +5

76

Solugdo. Note que (2 + 5)’ = 2. Isto sugere fazermos

1
u = x2 + 5, de onde du = 2z dzx, ou seja, x dx = Edu.

Temos entao

1 1

- —du = —

T 1
" dr= [ —
/ vz +5 v /\/ﬂ 2

5 /u_1/2du:u1/2—|—C: vz +5+C

7.5.1 Uma tabela mais completa de integrais imediatas

Tabela 7.1. Tabela de integrais indefinidas (nas dltimas linhas, @ > 0, e A # 0).

, ut! 1
ju"‘du:a_i_l—l—C,(a;é—l) /;du:ln|u|—|—C
[senudu = —cosu + C [ cosudu =senu+ C
[e*du=e*+C [a*du = 4 (a>0,a#1)
Ina
[sec?udu =tgu+ C [ cosec? udu = — cotgu + C
[secu-tgudu =secu+ C [ cosecu - cotgudu = — cosecu + C
[secudu = In|secu + tgu|+ C | [ cosecudu = — In|cosecu + cotgu| + C

[tgudu = —In|cosu| + C

[ cotgudu =In|senu| + C

1
/ 1+u2du:arctgu—|—C

u = arcsenu + C

du 1 u
et

1
—d
/ V1 — u?
a—+u

du 1
ﬁ:_ln
J a* —u 2a a—u

E

u
— arcsen — + C

/ du
J Va2 — u? a

du
| Zar =t A+
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7.6

Problemas

77

Calcule as seguintes integrais indefinidas, utilizando, quando necessario, mudanga de
varidveis. Faca uso da tabela de integrais indefinidas da tabela 7.1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

J(z+ V=)

(=*+ 4=

[ senax dx.

dx.

Resposta.

e

2

)2da3.

Resposta. %5 + 22*Va? + 3w+ C

Resposta.

cosax
a + C

i h‘dem.

Resposta.

lna:

+ C. Sugestdo. Faca u = Inx

42 |Resposta. : In |3z — 7| + C

3x—T7

[ tg2x dx.

[ cotg £ dx.
[ tg psec? pdep.
[ sen? x cos x dx.

[ cos® xsen x dx.

Resposta. —z In | cos 2z| + C

Resposta. 3In |sen 3| + C

Resposta. %tg2 @ + C. Sugestdo. Faca u = tg ¢

Resposta.

sen €T

+ C'. Sugestdo. Faca u = sen«x

Resposta.

__cos?a + C

4

f x dx
2V 20243

Resposta.

3vV22% + 3 + C. Sugestio. Faga u = 2x® + 3

[ 2x(x? + 1)* dz. | Resposta. (“32%)5 + C. Sugestio. Facau = 2 + 1
[ e**dx. | Resposta. z€** + C
i xe = dz. | Resposta. —%e‘m2 + C. Sugestio. u = —x?
' 3f:ez dx. | Resposta. 3 In(3 + 4e®) 4+ C. Sugestdo. u = 3 + 4e®
| 5

Resposta. % arctg(v/2x) 4+ C. Sugestio. 2z* = (v/2x)? u = V2x

f dx
Y N/1—-3z2

Resposta. % arcsen(v/3z) + C






