Unidade 5

Funcoes exponenciais e logaritmicas
O ndmero e

N e =~ J— xT J—
Nesta unidade faremos uma pequena revisdo das fun¢des f(x) = a® e g(x) = log, =,
sendo a uma constante real, a > 0 e a # 1. Faremos ainda uma apresentacdo do
nimero e, uma constante importante na matematica universitdria.

5.1 |Pequena revisao de poténcias

Sabemos que, sendo @ um ndmero real positivo,

a'/" = Ya e a™" = Yam

sem,n € Z, e n > 0. Assim define-se a poténcia de base a e expoente p, a® (lé-se
“a elevado a p"), para todo p € Q.

Sendo a € R, a > 0, e sendo 3 um numero irracional, e 31, 32, 33,... uma
seqiiéncia de racionais que se aproxima indefinidamente de 3 (isto ¢, com limite 3), a®
é definido como o limite da seqtiéncia

a®, a2, aP, aP, ...

Por exemplo, 2V2 & o limite da sequéncia
21 ol4 9ldl oldld

Uma calculadora nos fornece as aproximagdes:
2t =2

214 ~ 2,6390

2141 ~ 2,6574

21414 ~ 2. 6647

214142 ~ 92,6651
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No que diz respeito a poténcias de base real positiva e expoente real, temos as
seguintes boas propriedades, que aceitaremos sem demonstragao:

Sea€R, a>0ex,y €R,

a®-a?¥ = a® "
(a*)" = a™
—x 1 r— a” 0
a®=—, a*V=—, a =1
a* ay

a” - b® = (ab)®, setambém b >0

5.2 |A funcao exponencial

Sendo @ um nimero real, positivo, a 7# 1, define-se a fun¢do exponencial de base a
por

f(x) = a®, paratodox € R

Tomamos a # 1 pela simples razdo de que 1* = 1 para todo @ € R (e funcdes
constantes n3o sdo classificadas como fun¢des exponenciais).

Além disso, tomamos a > 0 porque, se a < 0, a® nado se define para uma
infinidade de valores reais de &. Por exemplo, se @ = —4 entdo, (—4)Y2 = {/—4
nao é um numero real.

Assumiremos que a funcdo exponencial, f(x) = a®, (0 < a # 1) é continua
em R, isto é,

lim a® = a*®, paratodo xg € R

T —x0

Assumiremos também que

sea > 1, afun¢do f(x) = a® é crescente, com lir_lp a® = +o00,esel0<a <1
r—> oo

a funcdo é decrescente, com lim a® = 01 (= 0)

x—+00

Na figura 5.1 temos esbogos dos graficos de f(z) = 2 e g(z) = (3)".

Temos agora as seguintes novidades na dlgebra de limites:

1 1
Sea > 1, a*t>® = +oo, a®=——=—=0"(=0)
ate® +o0o
Se 0 1,at™>® =0T (=0 S N
e0<a<la = (— ), a _a-i-—oo_()_+_+oo

Por exemplo,
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(a) (b)

by Y

4 4 - 4

2 L 2

1 1
T2 V21

2 4 o1 2 x 2 4 b1 2 x
Figura 5.1. Gréficos de (a) y = 2%, (b) y = (1/2)*.

: z __ oo __ : T _ 9—00 __ : T __ + _
Jlim 27 = 2% = oo, lim 2* =27 =0, lim (3)" = (3) " =0
lim (1) =(3)7" =2+° = t00.

5.3 |Logaritmos e funcoes logaritmicas

Sea >0,a#1 ex > 0, o logaritmo de x na base a, denotado por log, x, é o
expoente ao qual devemos elevar a para obtermos @, ou seja

log, * =y seesomentese ay =

Assim sendo,
aloga z —

Por exemplo,
log, 8 = 3, pois 23 = 8§;
logg 27 = g pois 93/2 = /93 = 33 = 27;
log, 3 = —2, pois 272 = 1/4;
log, 5 ~ 2, 3219, pois 223219 =~ 4, 9999.

Listamos aqui, sem deducao, algumas propriedades elementares dos logaritmos:
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Sendo x e y reais positivos, z real, e a > 0,a # 1,

log, (zy) = log,  + log, y
T
log, — =log, x —log, y
Yy
log, * = z - log, x
log, «

log, x'/* = (se z # 0)
z
1
log, x = ogbw’ (seb>0,b#1) (mudanca de base)
log, a

Assim, por exemplo, a passagem dos logaritmos decimais (base 10) para os loga-
ritmos de base 2 é dada por

logigz  logz

log, x = =
82 log0 2 log 2

Sendo a fungdo f(x) = a® continua e crescente quando @ > 0, e decrescente
quando 0 < a < 1, temos que log, « é definida para todo = > 0.

Além disso, se a > 0, log, é crescente, e se 0 < a < 1, log, € decrescente.

Na figura 5.2, temos esbogos dos graficos de f(x) = log, x e g(x) = log, ,, =.

Admitiremos que f(x) = log, @ é continua no seu dominio |0, +o0[, ou seja,

se £p > 0 entdo lim log, * = log, o

T —x0o

(a) (b)

—
N
N

-2

Figura 5.2. Gréficos de (a) y = log, x, (b) y = log; /5 .

Além disso, temos ainda (confira isto observando os graficos da figura 5.2).
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{

bem como também (confira observando os gréficos da figura 5.2)

{

sea >0
se0<a<1

— 0

lim log, x = log,(0") =
+oo

z—0+

sea >0
se0<a<l1

—+ o0

— OO

lim log, = log,(4+00) =

x—+00

5.4 |0 numero e

Na matemadtica universitaria, ha duas constantes numéricas muito importantes. S3o elas
o numero pi, |7r ~ 3,14159|, e o numero |e ~ 2,71828 |

O numero e é definido como sendo o limite

=)

Pode ser demonstrado que o niumero e é irracional.

lim
n—-+oo

e —

Observe a tabela de valores (aproximados) de (1 + %)n paran = 1, 10, 100,
1000, 10000, 100000, dada abaixo.

Tabela 5.1.
n|1l/n 1+ % (1 + %)"
1(1 2 21 =2
10|0,1 1,1 (1,1)1° =~ 2,59374
100 | 0,01 1,01 (1,01)1%° ~ 2, 70481
1000 | 0,001 1,001 (1,001)1990 =~ 2, 71692
10000 | 0,0001 | 1,0001 | (1,0001)% ~ 2 71815
100000 | 0,00001 | 1,00001 | (1,00001)100000 ~ 2 71828

Note que lim (1—|—

n—-—4oo

Assim,
(143"~ 1

n é muito grande,

n

podemos enganosamente intuir que,

=1+ =1

quando m € muito grande,

1 (mesmo calculadoras de boa qualidade podem nos induzir a
este erro). Neste caso, nossa intuicdo é falha, pois pode ser demonstrado que quando

1
14—

n

) ~ 2,71828
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Assim sendo, temos [ um novo simbolo de indeterminacao: 1o,

Vamos admitir, sem demonstracdo, os seguintes limites envolvendo o nimero e.

1\?* 1\?*
lim <1 + —) —e lim <1 + —) —e
x— 400 €T T——00 £r

. 1 .
i%(1+w) B pm h

Se & > 0, chama-se logaritmo natural ou logaritmo neperiano de x ao logaritmo

Inz =log, x

Como e = 2,71828 > 1, a fungdo f(x) = Inx é crescente e seu grafico tem,
qualitativamente, a forma do gréfico de g(x) = log, «, figura 5.2a.

A passagem dos logaritmos naturais para os logaritmos decimais (base 10) é dada

por

log.z  Inx
log, 10 In10

log,o T =

5.5 |Problemas

1. Calcule os seguintes limites. Lembre-se que 1¥°° é um simbolo de indeterminac3o.

(a) lim (1+2)° (b) lim (%) (o) lim (&)

xr—+00 xr——+00 xr——+00

2. Sendo f(x) = 2=, calcule os limites laterais 1im+ f(x)e lim f(x).
0 z—0—

xr—

Respostas e sugestoes.

1. (a) e2. Sugestdo. Para contornar a indeterminacdo 17°°, faca 1 + % =1+ %

T

(b) 1/e. Sugestdo. Para contornar a indeterminagio 11°°, faca s =1+ %
(c) (3/2)7*° = +o0

2. 400 e 0, respectivamente.






