Unidade 3

Limites (cdlculo e significado)

Caélculos de limites s3o importantes ferramentas auxiliares no estudo de funcdes e seus
graficos. A definicao formal de /imite é matematicamente sofisticada. Faremos uma
exploracao intuitiva do conceito de limite e de suas propriedades, através de exemplos e
interpretacoes graficas.

3.1 |Introducao intuitiva ao calculo de limites

Nesta secao, estudaremos os primeiros exemplos de limites.

Exemplo 3.1 Considere a funcdo f(x) = 2x + 3. Quando x assume uma infinidade
de valores aproximando-se mais e mais de 0, o nimero 2@ + 3 assume uma infinidade
de valores, aproximando-se de 2 - 0 + 3 = 3. Dizemos que o limite de f(x), quando
x tende a 0, € igual a 3, e escrevemos

lir% f(x) = lirr(1)(2a: +3)=3

Exemplo 3.2 Aqui temos uma lista de outros exemplos intuitivos.

I.limxz=a (a€R)

T—ra

2 limz™ =a™ (n€N,a€R)

r—a
3. Sendo p(x) = anz™ + ap_12"" ' + - -+ + a1 + ag, (com os coeficientes
Qp, ... 409 todos reais),
. —1
lim p(x) = apxy + an_1y  + -+ + a1 + ag = p(xo)
xT—xo

23 _3 lim@®—-3) g_3

r—2

lim = — —= e
z—2 2 4+ 1 Im%(avz2 +1) 4+1

19
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Definicao 3.1 Nos exemplos anteriores, de limites de f(x), com x tendendo a xy,
tivemos sempre xo no dominio da funcdo f(x) e lim f(x) = f(xo).
T—>TQ

Quando isto ocorre, dizemos que a funcdo f(x) € continua no ponto xg.

No proximo exemplo, temos um limite em que * — g, mas xg nao estd no
dominio de f.

. x3—8
Exemplo 3.3 Calcular lim )
z—2 p — 2

Solugcdo. Note que, sendo f(x) = %, temos que 2 € Dom(f). Quando = se
aproxima de 2, 3 se aproxima de 8. Um célculo direto nos da entdo
3-8 0

lim = —
=2 — 2 0

Este resultado, 0/0, é um simbolo de indeterminacdo ocorrendo em uma tentativa de
calculo de um limite. A ocorréncia desta expressao significa que o limite ainda nao foi
calculado.

Para contornar o simbolo de indetermina¢do 0/0, neste exemplo fazemos uso da
férmula de fatoracdo 3 — a® = (x — a)(x? + ax + a?):

. x3—8 . (r—2)(x® + 2+ 4)
lim = lim
z—2 p — 2 z—2 xr — 2
= lin%(a:2 + 2x + 4) (pois & — 2 # 0)

—2212.244=12

Exemplo 3.4 (Calculo de um limite com mudanca de variavel) Calcular

. vr+1-—-1
lim ———

z—0 @€

Um célculo direto nos da 0/0, uma indeterminacio.
Fazendo y = /= + 1, temos y2 = = + 1, e portanto z = y3 — 1.

Quando « tende a 0, y tende a 1 (em simbolos: se x — 0, entdo y — 1). E ai
temos

Yz Fi-1 . y—1
lim ——— = lim
z—0 T y—>1y3_1
y—1 1

1
lim == lim— = —
vl (y—1)(@y*+y+1) v—-ly 4+y+1 3
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3.2 |Limites infinitos. Limites quando x — oo

Consideremos agora a fungdo f(x) = —- Temos que o dominio de f é o conjunto

dos ndmeros reais diferentes de 0, isto é, Dom(f) = R — {0}.

Tabela 3.1.

x a? flx) =5
+1 1 1
+0,5 0,25 4
+0, 2 0,04 25
40,1 0,01 100
+0,01 | 0,0001 10000
+0,001 | 0,000001 1000000

Observe a tabela 3.1. Na primeira coluna da tabela 3.1, temos valores de x cada
vez mais préximos de 0. Na segunda coluna, notamos que os valores de =2 estdo ainda

mais préximos de zero do que os valores de . Assim temos |lim 2 = 0| Na dltima

xz—0

coluna, vemos que os valores correspondentes de f(x) = 1/x? tornam-se cada vez
maiores.

Dizemos que o limite de f(x), quando x tende a 0 é “+ infinito”, e escrevemos

1
lim f(x) = +o00 ou seja, |lim — = +oo
z—0 z—0 p2

A interpretacdo geométrica de lir% :%2 = —+o00 pode ser visualizada na figura 3.1.
xr—

Agora observe a tabela 3.2. Notamos agora que, a medida que x cresce indefinida-
mente, assumindo valores positivos cada vez maiores, f(x) = — torna-se cada vez mais
x

préoximo de 0. Isto também é sugerido pela figura 3.1. Neste caso, dizemos que o limite

de f(x), quando « tende a “+ infinito”, é igual a 0, e escrevemos | lim — =0
r— 400 wz

Na segunda coluna da tabela 3.2 também ilustramos: | lim z? = 4-o00|

x—+00
L . 2 . 1
Também visualizamos os fatos: | lim x* = +oo|e| lim — = 0|
r——00 x——oo 2
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Y
16+

1

Figura 3.1. lirr(l)—2 = +o00o/|, ou seja, a medida que x se aproxima de 0, y =
r— m

f(x) torna-se cada vez maior. Também | lim — = 0}, ou seja, a medida em
x—+4oo 2

que x cresce, tomando valores cada vez maiores, f(x) aproxima-se de 0. E ainda

lim — =0

r——00 I

Tabela 3.2.
2| @|f@ =%
1 1|1
2 4 | 0,25
5 25 10,04
10 100 | 0,01
100 10000 | 0,0001
1000 | 1000000 | 0,000001

Com estes exemplos simples damos inicio a nossa dlgebra de limites. Ao calcular
limites podemos fazer uso da seguinte "tabuada”:
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(+00) + (+00) = +00 (—00) + (—00) = —o0

(£00)? = 400 (+00)(—00) = —o0

(+00)? = 400 (—00)? = —o0

(_oo)(inteiro positivo par) __ +00 (_Oo)(inteiro positivo impar) _ — 00
1

S

+o0

400 + ¢ = 400 (c constante) —00 + ¢ = —oo (c constante)

400 sec >0 {—I—oo sec <O
c-(—o0) =
—o0 sec >0

c-(—l—oo):{

—o0 sec <O

—o0 sec >0

400 +oco seec >0 —00 400 seec<O0
—o0 sec <O c

Mas atencdo! Cautela com essa nova “aritmética”! Os “resultados”
2 (+00) = (+00), (=00) + (+00), 0-(£o0)

sao novos simbolos de indeterminacdo. Nada significam como valores de limites. Se
chegarmos a algum deles no cdlculo de um limite, temos que repensar o procedimento
de calculo.

. 3x2—2x—1
Exemplo 3.5 Calcular lim
z—+o00 3 + 4

Solugdo. Uma substituicdo direta nos da
. 3r2—2x—1 H4oo—(4o0)—1
lim =
z—+o0 x3 4+ 4 400+ 4

Para evitarmos simbolos de indeterminacdo, quando * — =00, colocamos em
evidéncia as poténcias de  de maior grau, no numerador e no denominador.

. 3z -—2x—1 . x*(3-2-1% . 3-2_1
lim = lim L = lim ————/ "
r— 400 1133 _|_ 4 z—-+o0o w3(1 _|_ ﬁ) r— 400 aj(]_ —|— =
2 1
-0 — = 3—0 3
— +oo +oo __ -0

too(l+ )  4oo-(1+0) +oo

Exemplo 3.6 Calcular lim (x® — x3)

r—— 00
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Temos

x

lim (z°—2?%) = (—00)® — (—00)? = (—00) — (—00) = (—00) +
(400), portanto chegamos a um simbolo de indeterminac3o.

Podemos no entanto fazer

lim (25 — 2®) = lim x5 (1 — wiz) = 400 (1—0)=+o0.

r——00 r—>—00

T
Nos limites da forma liriP ( ; , em que p(x) e g(x) sdo polinémios em x, prevale-
z—too g(x

cem os termos de maior grau de ambos os polinémios, ou seja, se
1
p(x) = anx™ + an_12"" " + -+ + a1 + ao,

q(x) = bpx™ + by_12™ ' 4 -+ - + by + by

entao
) - n
L PE) = I o
p(x) . apT"
1 — = m

z—*+o0 Q(w) T 2540 b,,x™

Por exemplo, nos exemplos que acabamos de estudar, bastariamos fazer

. 32 -2z -1 . 3x2 .3 3
lim = lim —= lim —=——=0
x—+00 3+ 4 z—+oo 3 z——+oo I +o00
lim (z° — 2®) = lim z° = (+00)® = 400
r——00 r——00

Mas atencdo. Isto sé vale para limites envolvendo polinémios, em que © — Foo.
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3.3 |Problemas

1. Calcule os limites.

2 4 2 _ h 3 _ .3
(a) lim = (b) Tim —2 =% () fim EER
z—2 p — 2 xz—1 Qp2 + 5 —7 h—0 h
3 + 8
d) lim (2?24 3)(x —4) (e) lim 15 f _
(© lim (@ +8)(z—4) (o) lim (1) tim, 22
2. Calcule os limites.
2x + 3 ) vx?2 41
(a) lim ——— (b) lim ——
z—+oco  + \3/5 z—+oo x4+ 1
2x? — 3 2 3)3(2 — 3x)?
© lim 22 =%F3 4 oy BG2E3@ 30
z—+oo 23 — 8x — 5 z—+o0 x® + 5

Respostas e sugestoes

1. (a) 4 (b) 1/9. Sugestio: 2x*> +b5x — 7= (22 + 7)(x — 1) (c) 3z?
(d) 5v/2—20 (e) 15 (f) —3/8. Sugestdo: x®>+a® = (x+a) (x> —ax+a?)

3/
2. (a) 2. Sugestio: /x = x'/3 (b) 0. Sugestio: mmj;q =\ (i?ﬁs
(d) 72






