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6.5 Limites indeterminados e as regras de L'Hopital

As regras de L'Hopital s~ao regras para calcular limites indeterminados, da forma 0=0
ou 1=1, usando derivadas. S~ao duas as chamadas regras de L'Hopital. Uma para
formas indeteminadas 0=0 e outra para formas indeterminadas 1=1. Ambas podem
ser enunciadas conjuntamente como uma ¶unica regra.

Regra 15 (Regras de L'Hopital) Se lim
x!a

f(x)=g(x) tem uma forma indetermina-

da 0=0 ou1=1, ent~ao

lim
x!a

f(x)

g(x)
= lim

x!a

f 0(x)

g0(x)

caso o limite lim
x!a

f 0(x)=g0(x) exista (sendo ¯nito ou in¯nito). A regra continua

valendo se x! a+ ou a¡, ou +1 ou ¡1.

No caso de limites indeterminados de quocientes de polinômios, n~ao precisamos
das regras de L'Hopital (podendo us¶a-las mesmo assim), mas µas vezes as regras de
L'Hopital s~ao nosso ¶unico recurso para o c¶alculo de um limite:

Exemplo 6.1 Mostre que
lim

x!+1
x3e¡x = 0

(ou seja, quando x ! +1, o decaimento exponencial de e¡x "mata" o crescimento
polinomial de x3).

lim
x!+1

x3e¡x = lim
x!+1

x3

ex
(=1=1, aplicamos L'Hopital)

= lim
x!+1

(x3)0

(ex)0

= lim
x!+1

3x2

ex
(=1=1, L'Hopital uma segunda vez)

= lim
x!+1

6x

ex
(=1=1, L'Hopital uma terceira vez)

= lim
x!+1

6

ex
=

6

+1 = 0

Podemos mostrar que para cada inteiro positivo n,

lim
x!+1

xne¡x = 0

(ou seja, quando x! +1, o decaimento exponencial de e¡x "mata¶¶ o crescimento
polinomial de xn).
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Para mostrar isto, aplicamos L'Hopital ao limite lim
x!+1

xne¡x = lim
x!+1

xn

ex

repetidas vezes, enquanto tivermos a indetermina»c~ao 1=1. Ap¶os n aplica»c~oes da

regra de L'Hopital, concluiremos que lim
x!+1

xne¡x = lim
x!+1

n!

ex
=

n!

+1 = 0.

Exemplo 6.2 Calcular lim
x!0

x¡ senx

x3

O limite ¶e indeterminado, da forma 0=0, e agora n~ao podemos colocar em evidência
nenhuma potência de x. Aplicando L'Hopital, temos

lim
x!0

x¡ senx

x3
= lim

x!0

(x¡ senx)0

(x3)0

= lim
x!0

1¡ cosx

3x2
(= 0=0, aplicamos L'Hopital)

= lim
x!0

senx

6x
(= 0=0, aplicamos L'Hopital)

= lim
x!0

(senx)0

(6x)0
= lim

x!0

cosx

6
=
1

6

Exemplo 6.3 Calcular lim
x!0+

x ¢ lnx.

Temos lim
x!0+

x ¢ lnx = 0 ¢ (¡1). Recorde-se que lim
x!0+

lnx = ¡1 (veja texto da

semana 4).

Neste caso, aplicando as regras de L'Hopital, fazemos

lim
x!0+

x ¢ lnx = lim
x!0+

lnx
1
x

µ
=
¡1
+1

¶
= lim

x!0+

(lnx)0¡
1
x

¢0 = lim
x!0+

1=x

¡1=x2 = lim
x!0+

(¡x) = 0

Exemplo 6.4 Estudar a fun»c~ao f(x) = 2xe¡x
2

, e esbo»car seu gr¶a¯co.

Solu»c~ao. Temos Dom(f) = R, e f 0(x) = 2e¡x
2 ¡ 4x2e¡x

2

= 2e¡x
2

(1 ¡ 2x2).
Os pontos cr¶³ticos de f s~ao §p2=2. Lembremo-nos de que, por deriva»c~ao em cadeia,
(eu)0 = eu ¢ u0.

A varia»c~ao de sinais de f 0, com a correspondente an¶alise dos intervalos de cresci-
mento e descrescimento de f , ¶e dada no diagrama abaixo.

f 00(x) = ¡12xe¡x2 + 8x3e¡x
2

= 4e¡x
2

(2x3 ¡ 3x) = 4e¡x
2

x(2x2 ¡ 3).
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f(x)

y' _2

x

+

y' = 0y' = 0

√ 2/2√ 2/-_

pto de
mínimo
local

pto de
máximo
local

y'' _

xy = f(x)

+
_ √6/2√6/2- + 0

f 00(x) = 0 somente para x = §p6=2 ou x = 0.

A varia»c~ao de sinais de f 00, com a correspondente an¶alise das concavidades do
gr¶a¯co de f , ¶e dada no diagrama abaixo.

S~ao pontos de in°ex~ao do gr¶a¯co os pontos P1 = (¡p6=2;¡p6e¡3=2),
P2 = (0; 0) e P3 = (

p
6=2;

p
6e¡3=2). Temos,

p
6=2 ¼ 1; 3, f(¡p6=2) =

¡p6e¡3=2 ¼ ¡2; 5 ¢ 2; 2 ¼ ¡0; 6, f(0) = 0 e f(
p
6=2) =

p
6e¡3=2 ¼ 0; 6.

2 x

y

1

1

-1

Figura 6.7.

Estudando o comportamento de f no in¯nito, temos

lim
x!§1

2xe¡x
2

= §1 ¢ e¡1 = §1 ¢ 0. Para evitarmos a indetermina»c~ao,
fazemos

lim
x!§1

2xe¡x
2

= lim
x!§1

2x

ex2
(=

1
1). Aplicando regras de L'Hopital, temos

lim
x!§1

2x

ex2
= lim

x!§1

(2x)0

(ex2)0
= lim

x!§1

2

2xex2
=

2

§1 = 0.

Assim, a reta y = 0 (eixo x) ¶e ass¶³ntota horizontal do gr¶a¯co de f .

Com base nos dados coletados acima, o gr¶a¯co de f ¶e esbo»cado na ¯gura 6.7.
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6.6 Problemas

1. Calcule os seguintes limites, aplicando regras de L'Hopital se necess¶ario.

(a) lim
x!0

x cosx¡ senx

x3
(b) lim

x!+1

lnx
3
p
x

(c) lim
x!+1

x4e¡x (d) lim
x!¡1

x3e¡x (e) lim
x!0

senx

x

Respostas. (a) ¡1=3. (b) 0. (c) 0. (d) ¡1. (e) 1.

2. Esboce o gr¶a¯co da fun»c~ao y = 2xe¡x.

Resposta.
Daremos como resposta as derivadas primeira e segunda, e o esbo»co do gr¶a¯co.
y0 = 2(1¡ x)e¡x

y00 = 2(x¡ 2)e¡x

2

y

x1 3

-1

-2

-3

0

Dados num¶ericos para o gr¶a¯co:
2e¡1 ¼ 0;7
4e¡2 ¼ 0;5.




