Unidade 1

Funcoes e suas derivadas

Caro estudante, a leitura das se¢des 1.1 e 1.2 ndo é obrigatéria. O propésito da secao
1.1 é rever um conceito de cinematica que deu origem ao conceito de derivada, a ser
apresentado na secdo 1.4. O propdsito da secdo 1.2 é recapitular os conceitos de funcao
e dominio de uma funcao.

Vocé devera porém, resolver os problemas propostos na secao 1.3.

1.1 |Velocidade média e velocidade instantanea

Suponhamos que um ponto mével M desloca-se ao longo de uma linha reta horizontal,
a partir de um ponto O.

=5 soms(t) S =s(p+A) s

nm+0

O deslocamento ou posicdo s, do ponto M, em relagcdo ao ponto O, ¢ a distancia
de M a O, quando M esta a direita de O, e é o negativo dessa distancia quando
M estad a esquerda de O. Assim, s é positivo ou negativo, conforme M se encontre,
respectivamente, a direita ou a esquerda de O (e s = 0 no instante em que M esta
exatamente na posicdo do ponto O).

Com estas convencdes, a reta passa a ser orientada, e passa a ser chamada de
eixo, sendo O sua origem.

A posicao s do ponto mével M depende do instante de tempo ¢, ou seja, s € uma
funcao da variavel t, e escrevemos entdo

s = s(t)



Unidade 1. Funcées e suas derivadas 2

Suponhamos que em um determinado instante to, a posicdo de M é so = s(tp),
e que em um instante posterior t1, a posicdo de M é s; = s(t1).

A velocidade média T (le-se "v barra”) do ponto M, no intervalo de tempo
to <t < ty, é dada por
S1 — So S(tl) — S(to)

v = —
t1 — 1o t1 — to

Podemos também escrever t; = tg + At, sendo At = t; — tg, e também
escrevemos As = s(t;1) — s(to) = s(to + At) — s(to) (A lé-se “delta”, At é lido
“delta t”, e As é lido “delta s").

Teremos entao

variagdo de deslocamento  As  s(to + At) — s(to)  As
variacao de tempo At At At

v =

A velocidade instantianea v(to), do ponto M, no instante tqg, é o limite da sua
velocidade média no intervalo de tg a to + At, quando At tende a zero (esta foi uma
idéia de Isaac Newton), e escrevemos

As

v(to) = lim

Exemplo 1.1 (Velocidade média no cotidiano)

Por exemplo, imaginemos que a linha reta é a rodovia Washington Luis, e que o ponto O
é o marco zero (que fica na cidade de S3o Paulo) (imaginando que a rodovia se estenda
até S3o Paulo, o que n3o acontece).

Suponhamos que o ponto M é um fusca que se move ao longo da rodovia, partindo
de S3o Carlos, no quildmetro 235 (esta é a sua posicdo s inicial), e viaja até Sdo José
do Rio Preto, quildmetro 440 (esta é a posi¢do final sq).

Suponhamos que o fusca sai de S3o Carlos as 16:30 (16 horas e 30 minutos), ou
seja, to = 16,5 h e chega a Rio Preto no mesmo dia, as 19:00, ou seja, t; = 19h.

Qual é a sua velocidade média v ? A resposta é dada por

_ variagao de deslocamento  As 440 — 235 205
v = = = =

— = — = = = 82km/h
variacao de tempo At 19 — 16,5 2,5

A velocidade instantanea do fusca, em cada instante de sua viagem, é aquela que
se |é no velocimetro do carro.
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Exemplo 1.2 (Velocidade instantanea)

Para exemplificar como é calculadada matematicamente a velocidade instantanea,
vamos estudar agora o deslocamento de uma pedra em queda livre no ar. Neste caso, o
ponto mével M é a pedra (ou seu centro de massa) o eixo de deslocamento (queda) é
vertical.

Segundo leis da fisica, o deslocamento da pedra no tempo ¢ é dado (aproximada-
mente) pela equacdo s(t) = 52, para t medido em segundos, e s em metros.

Assim, no instante ¢ = 0 a pedra estd na posicio s(0) = 5-0% = 0 (no
instante t = 0 a pedra comeca a cair). No instante t = 1seg a pedra terd percorrido
5-12 = 5 metros, no instante t = 2seg a pedra terd percorrido 5 - 22 = 20 metros,
e assim por diante. A equacdo funciona enquanto a pedra nao encontrar obstaculo. Na
verdade, estamos desconsiderando a resisténcia do ar, e uma aproximacao melhor do
deslocamento da pedra no vécuo seria s = 4,9 ¢2.

Qual é a velocidade instantanea da pedra em um determinado instante to? O
procedimento para calcularmos isto é o seguinte.

A partir do instante tg, considere uma variagdo de tempo At (A I&-se “delta”,
At |&-se "delta t"). Vamos chamar t; = to + At. Teremos entdo

s(t1) = s(to + At) = 5(to + At)? = 5(82 + 2to - At + (At)?)
A variacao do deslocamento do ponto mdvel, no intervalo de tempo de tg a t; sera

As = s(t1) — s(to) = 5t2 + 10t - At + 5(At)* — 5¢2

ou seja,

As = 10ty - At + 5(At)?

A velocidade média da pedra, no intervalo de tempo de to a t1, serd dada por

As 10ty - At + 5(At)?
At At

v = — 10ty + 5A¢L

Ja velocidade instantdnea (uma novidade aqui) v(¢o), do ponto M, no instante
to, € o limite da velocidade média % quando At tende a 0, isto é, quando At se
aproxima mais e mais da variacao nula. Escrevemos entao

As

Assim sendo, em cada instante £, a pedra em queda livre tem velocidade instan-
tanea v(t) = 10t m/seg.





