
Semana 8

Fun»c~oes racionais. Aplica»c~oes da
integral de¯nida.

8.1 Integra»c~ao de fun»c~oes racionais

Nesta se»c~ao estudaremos o c¶alculo de integrais
R p(x)
q(x)

dx, em que p(x) e q(x) s~ao

polinômios em x. Tais fun»c~oes p(x)=q(x) s~ao chamadas fun»c~oes racionais.

Quando o grau de p(x) ¶e maior que, ou igual ao grau de q(x), devemos primeira-
mente dividir p(x) por q(x),

p(x) q(x)

R(x) Q(x)

obtendo quociente Q(x) e resto R(x), de forma que

p(x) = q(x)Q(x) +R(x)

sendo R(x) = 0 ou um polinômio de grau menor que o grau do polinômio divisor q(x).

Neste caso,
p(x)

q(x)
=
q(x)Q(x) +R(x)

q(x)
= Q(x) +

R(x)

q(x)

e ent~ao
R p(x)
q(x)

dx =
R
Q(x) dx+

R R(x)
q(x)

dx.

Por exemplo, suponhamos que queremos calcular

I =

Z
2x4 + x3 ¡ 6x2 + 3x+ 1

x3 ¡ 3x+ 2 dx

Como o grau do numerador ¶e maior que o grau do denominador, devemos primeiramente
proceder µa divis~ao de polinômios abaixo, na qual obteremos Q(x) = 2x + 1 e R(x) =
2x¡ 1.
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2x4 + x3 ¡ 6x2 + 3x+ 1 x3 ¡ 3x+ 2
2x4 + ¡ 6x2 + 4x 2x+ 1

x3 ¡ x+ 1
x3 ¡ 3x+ 2

2x¡ 1

Teremos ent~ao

I =

Z
(x3 ¡ 3x+ 2)(2x+ 1) + 2x¡ 1

x3 ¡ 3x+ 2 dx =

Z
(2x+ 1) dx+

Z
2x¡ 1

x3 ¡ 3x+ 2 dx

Assim sendo, precisamos apenas estudar integrais de fun»c~oes racionais pr¶oprias, isto
¶e, fun»c~oes racionais em que o grau do numerador ¶e menor que o grau do denominador.

8.1.1 Decompondo fun»c~oes racionais em fra»c~oes parciais

Primeiro caso. O denominador tem ra¶³zes reais, distintas entre si.

Suponhamos que na fun»c~ao racional pr¶opria p(x)=q(x) o denominador, sendo de grau
n, fatora-se em produtos lineares distintos

q(x) = (x¡ r1)(x¡ r2) ¢ ¢ ¢ (x¡ rn)

ou ent~ao
q(x) = (a1x+ b1)(a2x+ b2) ¢ ¢ ¢ (anx+ bn)

tendo, os n fatores lineares, ra¶³zes distintas entre si.

Ent~ao aplicamos um resultado da ¶algebra de fra»c~oes racionais que diz que, neste
caso, existem constantes A1; A2; : : : ; An, tais que

p(x)

q(x)
=

p(x)

(a1x+ b1)(a2x+ b2) ¢ ¢ ¢ (anx+ bn) =
A1

ax + b1
+

A2
a2x+ b2

+ ¢ ¢ ¢+ An
anx+ bn

sendo os coe¯cientes das fra»c~oes parciais, A1; A2; : : : ; An, determinados de maneira
¶unica.

Neste caso,Z
p(x)

q(x)
dx =

Z
A1

a1x+ b1
dx+ ¢ ¢ ¢+ An

anx+ bn
dx

=
A1
a1
ln ja1x+ b1j+ ¢ ¢ ¢+ An

an
ln janx+ bnj+ C

Exemplo 8.1 Calcular

Z
x2 ¡ 3

(x2 ¡ 4)(2x+ 1) dx.
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Solu»c~ao. Come»camos fazendo

x2 ¡ 3
(x2 ¡ 4)(2x+ 1) =

x2 ¡ 3
(x¡ 2)(x+ 2)(2x+ 1) =

A

x¡ 2 +
B

x+ 2
+

C

2x+ 1

Para calcular os coe¯cientes A, B e C, somamos as três fra»c~oes parciais µa direita,
igualando a soma µa fun»c~ao racional original.

x2 ¡ 3
(x2 ¡ 4)(2x+ 1) =

A(x+ 2)(2x+ 1) +B(x¡ 2)(2x+ 1) + C(x¡ 2)(x+ 2)
(x¡ 2)(x+ 2)(2x+ 1)

Observando que os denominadores s~ao iguais, devemos obter A, B e C de modo a
termos a igualdade (identidade) de polinômios

x2 ¡ 3 = A(x+ 2)(2x+ 1) +B(x¡ 2)(2x+ 1) + C(x¡ 2)(x+ 2)
Desenvolvendo o produto µa direita e comparando os coe¯cientes dos termos de mesmo
grau, chegaremos a três equa»c~oes lineares nas inc¶ognitas A, B e C. Mas podemos tomar
um atalho. J¶a que os polinômios µa esquerda e µa direita s~ao iguais, eles tem o mesmo
valor para cada x real.

Tomando x = ¡2, obtemos B(¡2¡ 2)(¡4 + 1) = 1, e ent~ao B = 1=12.
Tomando x = 2, obtemos A ¢ 20 = 1, e ent~ao A = 1=20.
Tomando x = ¡1=2, obtemos C(¡1

2
¡2)(¡1

2
+2) = ¡15=4, e ent~ao C = 11=15.

Repare que os valores de x, estrategicamente escolhidos, s~ao as ra¶³zes de
(x2 ¡ 4)(2x+ 1).

Assim,Z
x2 ¡ 3

(x2 ¡ 4)(2x+ 1) dx =
Z
1=40

x¡ 2 dx+
Z
1=12

x+ 2
dx+

Z
11=15

2x+ 1
dx

=
1

40
ln jx¡ 2j+ 1

12
ln jx+ 2j+ 11

30
ln j2x+ 1j+ C

Segundo caso. O denominador tem somente ra¶³zes reais, mas algumas ra¶³zes
m¶ultiplas.

No pr¶oximo exemplo ilustramos uma decomposi»c~ao, em fra»c~oes parciais, de uma fun»c~ao
racional pr¶opria, cujo denominador tem apenas ra¶³zes reais, tendo por¶em ra¶³zes m¶ultiplas.

Exemplo 8.2 Calcular

Z
x2

(2x¡ 1)(x+ 1)3 dx.

Aqui, a raiz ¡1, do denominador, ¶e de multiplicidade 3. A decomposi»c~ao, em fra»c~oes
parciais, que funciona neste caso, ¶e da forma

x2

(2x¡ 1)(x+ 1)3 =
A

2x¡ 1 +
B

(x+ 1)3
+

C

(x+ 1)2
+

D

x+ 1
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na qual teremos A, B, C e D determinados de maneira ¶unica.

Como antes, primeiramente somamos as fra»c~oes parciais:

x2

(2x¡ 1)(x+ 1)3 =
A(x+ 1)3 +B(2x¡ 1) + C(2x¡ 1)(x+ 1) +D(2x¡ 1)(x+ 1)2

(2x¡ 1)(x+ 1)3
Tendo µa esquerda e µa direita o mesmo denominador, teremos:

A(x+ 1)3 +B(2x¡ 1) + C(2x¡ 1)(x+ 1) +D(2x¡ 1)(x+ 1)2

Quando x = ¡1, temos ¡3B = 4, logo B = ¡4=3.
Quando x = 1=2, temos A ¢ 27

8
= 1

4
, logo A = 2=27.

Tendo esgotado, para valores de x, as ra¶³zes de (2x¡ 1)(x+ 1)3, tomamos agora
valores de x que n~ao produzam, em nossos c¶alculos, valores num¶ericos muito grandes.

Tomando x = 0, temos A¡B ¡ C ¡D = 0, e tomando x = 1, temos
8A+B + 2C + 4D = 1. Logo,(

C +D = 38
27

2C + 4D = 52
27

e ent~ao C = 31
27
, D = 7

27
.

Assim,Z
x2

(2x¡ 1)(x+ 1)3 dx =
Z

2=27

2x¡ 1 dx+
Z ¡4=3
(x+ 1)3

dx+

Z
31=27

(x+ 1)2
dx+

Z
7=27

x+ 1
dx

=
1

27
ln j2x¡ 1j+ 2

3(x+ 1)2
¡ 31

27(x+ 1)
+
7

27
ln jx+ 1j+ C

Como um outro exemplo de decomposi»c~ao em fra»c~oes parciais, em um caso de
ra¶³zes reais m¶ultiplas no denominador, se tivermos que calcularZ

x3 ¡ 2x+ 1
(3x¡ 2)2(5x+ 1)3(1¡ 7x) dx

devemos primeiramente fazer

x3 ¡ 2x+ 1
(3x¡ 2)2(5x+ 1)3(1¡ 7x) =

A

(3x¡ 2)2+
B

3x¡ 2+
C

(5x+ 1)3
+

D

(5x+ 1)2
+

E

5x+ 1
+

F

1¡ 7x

Terceiro caso. O denominador tem ra¶³zes complexas n~ao reais.

Um terceiro caso de decomposi»c~ao, em fra»c~oes parciais, ocorre quando o denominador
tem fatores quadr¶aticos irredut¶³veis (fatores de grau 2 sem ra¶³zes reais), como no exemplo

p(x)

q(x)
=

3x2 ¡ x
(x¡ 2)3(x2 + x+ 4)(x2 + 1)
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em que x2 + x+ 4 e x2 + 1 n~ao tem ra¶³zes reais.

Neste caso, devemos fazer

3x2 ¡ x
(x¡ 2)2(x2 + x+ 4)(x2 + 1) =

A

(x¡ 2)3 +
B

(x¡ 2)2 +
C

x¡ 2 +
Dx+ E

x2 + x+ 4
+
Fx+G

x2 + 1

e proceder tal como antes, na busca dos coe¯cientes A a G.

Ou seja, na decomposi»c~ao em fra»c~oes parciais, para os fatores lineares no denomi-
nador seguimos as regras anteriores, mas sobre cada fator quadr¶atico vai um polinômio
do primeiro grau Mx+N .

E se tivermos, no denominador, potências de fatores quadr¶aticos irredut¶³veis, tal

como na integral

Z
x5 + 3x¡ 5

(x2 ¡ 3x+ 4)2(x2 + 2)3(3x¡ 5) dx ?

Neste caso, notando que x2 + 3x¡ 5 e x2 + 2 n~ao tem ra¶³zes reais, fazemos
x5 + 3x¡ 5

(x2 ¡ 3x+ 4)2(x2 + 2)3(3x¡ 5) =
Ax+B

(x2 ¡ 3x+ 4)2 +
Cx+D

x2 ¡ 3x+ 4
+
Ex+ F

(x2 + 2)3
+
Gx+H

(x2 + 2)2
+
Ix+ J

x2 + 2
+

K

3x¡ 5
Este ¶e um c¶alculo deveras longo. Para calcular a integral de fra»c~ao racional elementar,
devemos recorrer µas f¶ormulas de recorrência descritas abaixo.

Observa»c~ao 8.1 Na verdade, esse tipo de decomposi»c~ao funciona mesmo se os fatores
quadr¶aticos tem ra¶³zes reais, desde que estas n~ao sejam ra¶³zes de outros fatores do

denominador.

Por exemplo, no c¶alculo de

Z
x3 ¡ 2

(x2 ¡ 4)(2x+ 1) dx, podemos fazer a decom-
posi»c~ao

x2 ¡ 3
(x2 ¡ 4)(2x+ 1) =

Ax+B

x2 ¡ 4 +
C

2x+ 1

e ir µa busca dos coe¯cientes A, B e C, como anteriormente.

F¶ormulas de recorrência para

Z
Mx+N

(ax2 + bx+ c)n
dx

Uma boa t¶abua de integrais nos fornecer¶aZ
dx

(x2 + k2)n
=

x

2k2(n¡ 1)(x2 + k2)n¡1 +
2n¡ 3

2k2(n¡ 1)
Z

dx

(x2 + k2)n¡1
(8.1)

bem como tamb¶em (aqui ¸ pode ser uma constante negativa)Z
dx

(x2 + ¸)n
=

x

2¸(n¡ 1)(x2 + ¸)n¡1 +
2n¡ 3
2¸(n¡ 1)

Z
dx

(x2 + ¸)n¡1
(8.2)
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De um modo mais geral, encontramos tamb¶em, em uma boa t¶abua de integrais,
o seguinte resultado.

Sendo a > 0, n ¸ 2, e ¢ = b2 ¡ 4ac6= 0,Z
dx

(ax2 + bx+ c)n
=

¡(2ax+ b)
¢ ¢ (n¡ 1)(ax2 + bx+ c)n¡1 +

¡2a(2n¡ 3)
¢ ¢ (n¡ 1)

Z
dx

(ax2 + bx+ c)n¡1
(8.3)

Tamb¶em encontramos

Z
Mx+N

(ax2 + bx+ c)n
dx =

Z M
2a (2ax+ b) + (N ¡ b

2a)

(ax2 + bx+ c)n
dx

=
M

2a

Z
(2ax+ b) dx

(ax2 + bx+ c)n
+

µ
N ¡ b

2a

¶Z
dx

(ax2 + bx+ c)n
(8.4)

sendo

Z
(2ax+ b) dx

(ax2 + bx+ c)n
=

Z
du

u
pela substitui»c~ao u = ax2 + bx+ c, du = (2ax+ b) dx.

8.2 Problemas

Integra»c~ao de fun»c~oes racionais

Calcule as seguintes integrais de fun»c~oes racionais.

1.
R

2x¡1
(x¡1)(x¡2) dx. Resposta. ln

¯̄̄
(x¡2)3
x¡1

¯̄̄
+ C.

2.
R

x dx
(x+1)(x+3)(x+5)

. Resposta. 1
8
ln
¯̄̄

(x+3)6

(x+5)5(x+1)

¯̄̄
+ C.

3.
R

x4 dx
(x2¡1)(x+2) . Resposta.

x2

2
¡ 2x+ 1

6
ln
¯̄̄
x¡1
(x+1)3

¯̄̄
+ 16

3
ln jx+ 2j+ C.

4.
R

dx
(x¡1)2(x¡2) . Resposta.

1
x¡1 + ln

¯̄
x¡2
x¡1
¯̄
+ C.

5.
R

x¡8
x3¡4x2+4x dx. Resposta.

3
x¡8 + ln

(x¡2)2
x2

+ C.

6.
R

dx
x(x2+1)

. Resposta. ln jxjp
x2+1

+ C.

7.
R

dx
x3+1

. Resposta. 1
6
ln (x+1)2

x2¡x+1 +
1p
3
arc tg 2x¡1p

3
+ C.

8.
R

4x2¡8x
(x¡1)2(x2+1)2 dx. Resposta.

3x2¡1
(x¡1)(x2+1) + ln

(x¡1)2
x2+1

+ arc tg x+ C.
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Recorrência em integrais de fun»c~oes racionais

Use as f¶ormulas de recorrência 8.1 a 8.4 para mostrar que

1.

Z
2x¡ 1
(x2 + 4)3

dx =
¡2x¡ 16
32(x2 + 4)2

¡ 3x

128(x2 + 4)
¡ 3

256
arc tg

x

2
+ C

2.
Z

dx

(x2 ¡ 4x+ 5)4
=

2x¡ 4
12(x2 ¡ 4x+ 5)3 +

5(2x¡ 4)
48(x2 ¡ 4x+ 5)2 +

5(2x¡ 4)
32(x2 ¡ 4x+ 5) +

5

16
arc tg(x¡ 2) + C

8.3 Aplica»c~oes selecionadas da integral de¯nida

8.3.1 ¶Area de uma regi~ao plana

Suponhamos que f e g s~ao duas fun»c~oes cont¶³nuas no intervalo [a; b], sendo f(x) ¸ g(x),
para todo x 2 [a; b].

Para x 2 [a; b], consideramos, apoiada µa esquerda no ponto x, uma fatia retangular
vertical, de base ¢x, e altura h(x) = f(x) ¡ g(x), como na ¯gura 8.1. A ¶area dessa
fatia ser¶a dada por ¢A = [f(x)¡ g(x)]¢x.

a bx

y

x

y = f(x)

∆

x

y = g(x)

A = [f(x) - g(x)]∆ x∆

Figura 8.1.

Se subdividirmos o intervalo [a; b] em v¶arios sub-intervalos de comprimento ¢x, e
sobre cada um deles constru¶³rmos uma ¶area ¢A, como acima, teremos a ¶area entre as
duas curvas, compreendida entre as retas verticais x = a e x = b, dada aproximadamente
por X

¢A =
X
[f(x)¡ g(x)]¢x

onde, pelo bem da simplicidade, estamos omitidindo ¶³ndices do somat¶ario.
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A ¶area entre as duas curvas, compreendida entre as retas verticais x = a e x = b,
ser¶a dada pelo limite de tais somas integrais, quando ¢x! 0, ou seja, ser¶a dada por

A = lim
¢x!0

X
[f(x)¡ g(x)]¢x =

Z b

a

[f(x)¡ g(x)] dx

Sendo ¢A = [f(x) ¡ g(x)]¢x, ¶e costume simbolizar dA = [f(x) ¡ g(x)]dx.
Temos ent~ao A =

R b
a
dA.

¶E costume dizer que dA = [f(x)¡ g(x)] dx ¶e um elemento in¯nitesimal de ¶area,
de altura f(x)¡ g(x), sobre um elemento in¯nitesimal de comprimento dx. O s¶³mbolo
de integra»c~ao,

R
, prov¶em da forma de um arcaico S, e tem o signi¯cado de \soma (veja

isto:
R
oma) de um n¶umero in¯nito de quantidades in¯nitesimais" . Assim, se f(x) ¸ 0,R b

a
f(x) dx corresponde, grosso modo, a uma soma de \elementos in¯nitesimais de ¶area",

de alturas f(x), e base dx, com x \variando" de a at¶e b.

Exemplo 8.3 Calcular a ¶area delimitada pelas curvas y = x2 e y =
p
x.

2

y

√

y = x

y = x

x0

1

1

Figura 8.2.

Solu»c~ao. As curvas dadas se interceptam em x0 = 0 e em x1 = 1 (solu»c~oes de x
2 =

p
x).

Para 0 · x · 1, temos px ¸ x2. Veja ¯gura 8.2.
Assim sendo, a ¶area entre as duas curvas ¶e dada por

A =
R 1
0
[
p
x¡ x2] dx = R 1

0
[x1=2 ¡ x2] dx =

h
2
3
x3=2 ¡ x3

3

i1
0
= 2

3
¡ 1

3
= 1

3
.

8.3.2 M¶edia ou valor m¶edio de uma fun»c~ao

Seja f uma fun»c~ao cont¶³nua no intervalo [a; b]. Em [a; b] tomemos os n + 1 pontos
igualmente espa»cados

x0 = a < x1 < x2 < : : : < xn¡1 < xn = b
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isto ¶e, tais que

x1 ¡ x0 = x2 ¡ x1 = : : : = xn ¡ xn¡1 = ¢x = b¡ a
n

A m¶edia aritm¶etica dos n+ 1 valores f(x0); f(x1); f(x2); : : : ; f(xn), ¶e dada por

¹n =
f(x0) + f(x1) + ¢ ¢ ¢+ f(xn)

n+ 1

De¯niremos a m¶edia (ou valor m¶edio) da fun»c~ao f , no intervalo [a; b], como sendo

¹f = lim
n!1

¹n

¶E poss¶³vel demonstrar que

¹f =

R b
a
f(x) dx

b¡ a

Exemplo 8.4 Determine o valor m¶edio de f(x) = x2, no intervalo a · x · b.

Solu»c~ao. O valor m¶edio de f em [a; b], ¶e dado por

¹f =
1

b¡ a
Z b

a

x2 dx =
1

b¡ a
x3

3

¯̄̄
¯b
a

=
1

b¡ a
µ
b3

3
¡ a

3

3

¶
=
(b¡ a)(a2 + ab+ b2)

3(b¡ a) =
a2 + ab+ b2

3

8.3.3 Volume de um s¶olido

Na ¯gura 8.3, para cada x, a · x · b, um plano perpendicular a um eixo x corta um
s¶olido (uma batata ?) determinando no s¶olido uma sec»c~ao transversal de ¶area A(x). De
x = a at¶e x = b, s~ao determinadas as ¶areas de todas todas as sec»c~oes transversais desse
s¶olido, sendo b¡ a o seu \comprimento". Qual ¶e o seu volume ?

Suponhamos que o intervalo [a; b] ¶e subdividido em n sub-intervalos, todos de
comprimento ¢x = (b¡ a)=n.

Se x ¶e um ponto dessa subdivis~ao, determina-se um volume de uma fatia \cil¶³n-
drica", de \base" com ¶area A(x) e \altura" ¢x,

¢V = V (x) ¢¢x
Uma aproxima»c~ao do volume do s¶olido ¶e dado pelo somat¶orio desses v¶arios volumes
cil¶³ndricos,

V »=
X

¢V =
X
x

A(x) ¢¢x
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xxa b

x∆

A(x)

V∆ = A(x) x∆.

A(x)

Figura 8.3.

sendo o somat¶orio aqui escrito sem os habituais ¶³ndices i, para simpli¯car a nota»c~ao.
Quanto mais ¯nas as fatias \cil¶³ndricas", mais pr¶oximo o somat¶orio estar¶a do volume do
s¶olido, sendo seu volume igual a

V = lim
¢x!0

X
¢V = lim

¢x!0

X
A(x) ¢¢x =

Z b

a

A(x) dx

Os cientistas de ¶areas aplicadas costumam dizer que dV = A(x) ¢ dx ¶e um elemento

in¯nitesimal de volume, constru¶³do sobre um ponto x, de um \cilindro" de ¶area da base
A(x) e altura (espessura) \in¯nitesimal" dx. Ao \somar" os in¯nitos elementos de

volume, temos
R b
a
dV =

R b
a
A(x) dx igual ao volume do s¶olido.

Exemplo 8.5 Qual ¶e o volume de um tronco de pirâmide, de altura h, cuja base ¶e um
quadrado de lado a e cujo topo ¶e um quadrado de lado b ?

Solu»c~ao. Posicionemos um eixo x perpendicular µas duas bases. Cada ponto (altura) x,
demarcada nesse eixo, corresponde, no tronco de pirâmide, a uma sec»c~ao transversal
quadrada, de tal modo que x = 0 corresponde µa base quadrada de lado a, e x = h
corresponde ao topo quadrado de lado b. Veja ¯gura 8.4.

Procurando uma fun»c~ao a¯m, f(x) = mx + n, tal que f(0) = a e f(h) = b.
encontramos f(x) = a+ b¡a

h
x.

A ¶area da sec»c~ao transversal, na altura x, ¶e dada por

A(x) =

µ
a+

b¡ a
h
x

¶2
O volume do tronco de pirâmide ¶e ent~ao

V =

Z h

0

A(x) dx =

Z h

0

µ
a+

b¡ a
h
x

¶2
dx
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x

a

b

x = 0

x = h

b

a

h

Figura 8.4.

Fazendo u = a + b¡a
h
x, temos du = b¡a

h
dx. Al¶em disso, u = a para x = 0, e u = b

para x = h, e ent~ao

V =

Z h

0
A(x) dx =

h

b¡ a
Z b

a
u2 du =

h

b¡ a ¢
u3

3

¯̄̄
¯b
a

=
h

3(b¡ a)(b
3 ¡ a3) = h

3
(a2 + ab+ b2)

Note que o volume do tronco de pirâmide ¶e 1=3 do produto de sua altura pelo valor
m¶edio das ¶areas das sec»c~oes transversais (veja exemplo 8.4). Conforme um antigo papiro,
esta f¶ormula j¶a era conhecida pela civiliza»c~ao eg¶³pcia do segundo milênio a.C.

Volume de um s¶olido de revolu»c~ao

Quando rotacionamos uma regi~ao do plano xy em torno do eixo x ou do eixo y, real-
izando uma volta completa, o lugar geom¶etrico descrito pelos pontos da regi~ao ¶e o que
chamamos um s¶olido de revolu»c~ao.

Suponhamos que um s¶olido de revolu»c~ao ¶e obtido rotacionando-se, em torno do
eixo x, uma regi~ao plana delimitada pelas curvas y = f(x), y = g(x), e pelas retas
verticais x = a e x = b, sendo f(x) ¸ g(x) para a · x · b.

Para cada x 2 [a; b], um plano perpendicular ao eixo x, cortando este no ponto
x, determina no s¶olido de revolu»c~ao uma sec»c~ao transversal. Esta sec»c~ao transversal ¶e
obtida pela revolu»c~ao completa, em torno do eixo x, do segmento vertical AxBx, sendo
Ax = (x; g(x)) e Bx = (x; f(x)). Veja ¯gura 8.5

A ¶area dessa sec»c~ao transversal ¶e a ¶area de uma regi~ao plana compreendida entre
dois c¶³rculos concêntricos de centro (x; 0), sendo um menor, de raio g(x), e outro maior,
de raio f(x). Como a ¶area de um c¶³rculo de raio r ¶e ¼r2, temos que a ¶area A(x), da
sec»c~ao transversal do s¶olido de revolu»c~ao, ¶e dada por

A(x) = ¼[f(x)]2 ¡ ¼[g(x)]2
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x

f(x)

x
180°

Figura 8.5.

Portanto, o volume do s¶olido de revolu»c~ao ser¶a

V =

Z b

a

A(x) dx =

Z b

a

(¼[f(x)]2 ¡ ¼[g(x)]2) dx

Se a regi~ao plana for delimitada pelo gr¶a¯co de y = f(x), pelo eixo x, e pelas
retas x = a e x = b, teremos g(x) = 0, e ent~ao

V =

Z b

a

¼[f(x)]2 dx

Exemplo 8.6 Calcule o volume de uma esfera de raio R.

A esfera de raio R pode ser interpretada como o s¶olido obtido pela revolu»c~ao da regi~ao
semi-circular x2+y2 · R2, y ¸ 0, em torno do eixo x. Uma tal regi~ao ¶e delimitada pelas
curvas y =

p
R2 ¡ x2, e y = 0, com ¡R · x · R. Assim, aqui, f(x) = pR2 ¡ x2 e

g(x) = 0, sendo ent~ao

dV = A(x) dx = ¼[f(x)]2 dx = ¼(R2 ¡ x2) dx
o elemento de volume a integrar.

Portanto,

V =

Z R

¡R
¼(R2 ¡ x2) dx = ¼

·
R2x¡ x

3

3

¸R
¡R

= ¼

µ
R3 ¡ R

3

3

¶
¡ ¼

µ
¡R3 + R

3

3

¶
=
4

3
¼R3

8.3.4 ¶Area de uma superf¶³cie de revolu»c~ao

Consideremos a curva y = f(x), gr¶a¯co de uma fun»c~ao f cont¶³nua, a qual assumiremos
que tem derivada f 0 tamb¶em cont¶³nua, para a · x · b.
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Rotacionando-se essa curva em torno do eixo x, obtemos uma superf¶³cie de revo-
lu»c~ao.

A ¶area da superf¶³cie obtida pela revolu»c~ao da curva y = f(x), a · x · b, em
torno do eixo x, ¶e dada por

S =
R b
a
2¼f(x)

p
1 + (f 0(x))2 dx

8.3.5 Centro de gravidade de uma ¯gura plana

Se temos, em um plano ou no espa»co n pontos P1; P2; : : : ; Pn, tendo massas m1; m2;
: : : ; mn, respectivamente, o centro de massa ¹P , do sistema de n pontos, ¶e dado por

¹P =

Pn
i=1miPiPn
i=1mi

ou seja, ¹P = (¹x; ¹y), sendo

¹x =

Pn
i=1mixiPn
i=1mi

e ¹y =

Pn
i=1miyiPn
i=1mi

Consideremos uma regi~ao plana, delimitada pelos gr¶a¯cos das fun»c~oes cont¶³nuas
y = f(x) e y = g(x), e pelas retas verticais x = a e x = b, sendo f(x) ¸ g(x) para
a · x · b.

Olhando essa regi~ao como uma placa plana, de espessura desprez¶³vel, suponhamos
que ela possui densidade super¯cial (massa por unidade de ¶area) ± constante.

Particionando-se o intervalo [a; b], em intervalos de comprimento ¢x = b¡a
n
,

atrav¶es dos pontos x0 = a; x1; : : : ; xn = b, aproximamos essa regi~ao por uma reuni~ao
de retângulos, como na ¯gura 8.6, sendo cada retângulo de altura f(x) ¡ g(x) e base
¢x, sendo aqui x o ponto m¶edio do intervalo [xi¡1; xi].

a b

x

y

x

y = f(x)

∆

x

y = g(x)

A = [f(x) - g(x)]∆ x∆

i -1 x i

x

Px

Figura 8.6.



Semana 8. Fun»c~oes racionais. Aplica»c~oes da integral de¯nida. 133

Esse retângulo elementar tem ¶area ¢A = (f(x)¡ g(x))¢x, seu centro de massa
¶e o ponto Px =

³
x; f(x)+g(x)

2

´
, sendo sua massa dada por

¢m = ± ¢¢A = ±(f(x)¡ g(x))¢x

O centro de massa da reuni~ao de todos esses retângulos elementares coincide com
o centro de massa dos pontos Px, atribuindo-se a cada ponto a massa ¢m do seu
retângulo.

Assim, uma aproxima»c~ao do centro de massa da regi~ao plana considerada, o centro
de massa dos v¶arios retângulos elementares, ¶e dada por

P̂ =

P
¢m ¢ PxP
¢m

=

P
± ¢¢A ¢ PxP
± ¢¢A =

P
¢A ¢ PxP
¢A

Agora,

¢A ¢ Px = ¢A ¢
µ
x;
f(x) + g(x)

2

¶
= (f(x)¡ g(x))¢x ¢

µ
x;
f(x) + g(x)

2

¶
=

µ
x(f(x)¡ g(x))¢x; (f(x)¡ g(x)) ¢ f(x) + g(x)

2
¢x

¶
=

µ
x(f(x)¡ g(x))¢x; 1

2
([f(x)]2 ¡ [g(x)]2) ¢¢x

¶
Finalmente, o centro de massa ¹P da regi~ao plana considerada, ser¶a dado por

¹P = lim
¢x!0

P̂ = lim
¢x!0

P
¢A ¢ PxP
¢A

Portanto, passando ao limite, nas duas coordenadas de P̂ , chegamos ao resultado:

O centro de gravidade da regi~ao plana delimitada pelas curvas cont¶³nuas y = f(x) e
y = g(x), e pelas retas verticais x = a e x = b, sendo f(x) ¸ g(x) para a · x · b, ¶e
dado por

¹P = (¹x; ¹y)

sendo

¹x =

R b
a
x(f(x)¡ g(x)) dxR b
a
(f(x)¡ g(x)) dx

¹y =

R b
a
1
2
([f(x)]2 ¡ [g(x)]2) dxR b
a
(f(x)¡ g(x)) dx

8.4 Problemas

¶Areas de regi~oes planas

1. Calcule a ¶area delimitada pelas curvas y2 = 9x e y = 3x. Resposta. 1=2.
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2. Calcule a ¶area delimitada pelas curvas xy = a2, x = a, y = 2a (a > 0) e o eixo
x. Resposta. a2 ln 2.

3. Calcule a ¶area delimitada pela curva y = x3, pela reta y = 8 e pelo eixo y.
Resposta. 12.

4. Calcule a ¶area delimitada pela elipse x2

a2
+ y2

b2
= 1. Resposta. ¼ab.

Sugest~ao. A ¶area ¶e delimitada pelos gr¶a¯cos de fun»c~oes y = § b
a

p
a2 ¡ x2, com

¡a · x · a. Ao calcular a integral, fa»ca a substitui»c~ao x = a sen t. Use a f¶ormula
de redu»c~ao de potências cos2 a = 1+cos 2a

2
.

Valor m¶edio de uma fun»c~ao cont¶³nua

Determine a m¶edia ou valor m¶edio da fun»c~ao dada, no intervalo especi¯cado.

1. f(x) = x2, a · x · b. Resposta. ¹f = 1
3
(a2 + ab+ b2).

2. f(x) =
p
x, a · x · b (0 · a < b). Resposta. 2(a+b+

p
ab)

3(
p
a+
p
b)
.

3. f(x) = cos2 x, 0 · x · ¼=2. Resposta. 1=2.

Volumes de s¶olidos

Em cada problema, calcule o volume do s¶olido obtido por revolu»c~ao, conforme descrito.

1. A elipse
x2

a2
+
y2

b2
= 1 gira em torno do eixo x. Resposta. 1

3
¼ab2.

2. O arco de sen¶oide y = senx, 0 · x · ¼, gira em torno do eixo x. Resposta.
¼2=2.

3. A regi~ao delimitada pela par¶abola y2 = 4x, pela reta x = 4 e pelo eixo x, gira em
torno do eixo x. Resposta. 32¼.

¶Areas de superf¶³cies de revolu»c~ao

Em cada problema, calcule a ¶area da superf¶³cie obtida por revolu»c~ao da curva dada em
torno do eixo especi¯cado.

1. y2 = 4ax, 0 · x · 3a, rotacionada em torno do eixo x. Resposta. 56
3
¼a2.

2. y = senx, 0 · x · ¼, rotacionada em torno do eixo x.
Resposta. 4¼[

p
2 + ln(

p
2 + 1)].
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Centro de massa (ou de gravidade) de uma regi~ao plana

Determine as coordenadas do centro de gravidade da regi~ao plana especi¯cada.

1. Regi~ao no primeiro quadrante, delimitada pela elipse x2

a2
+ y2

b2
= 1 (x ¸ 0, y ¸ 0).

Resposta. (¹x; ¹y) =
¡
4a
3¼
; 4b
3¼

¢
.

2. ¶Area delimitada pela curva y = 4¡ x2

4
e o eixo x. Resposta.(¹x; ¹y) = (0; 8=5).

3. ¶Area delimitada pela par¶abola y2 = ax e pela reta x = a. Resposta. (¹x; ¹y) =
(3a=5; 0).


