
Semana 7

Integrais de¯nidas. Novas t¶ecnicas
para integrais inde¯nidas.

7.1 A integral de¯nida

Seja y = f(x) uma fun»c~ao cont¶³nua em um intervalo fechado [a; b].

Subdividamos o intervalo [a; b] atrav¶es de n + 1 pontos x0; x1; x2; : : : ; xn¡1; xn,
tais que

a = x0 < x1 < x2 < ¢ ¢ ¢ < xn¡1 < xn = b
O conjunto de pontos } = fx0 = a; x1; x2; : : : ; xn¡1; xn = bg constitui uma subdivis~ao
ou parti»c~ao do intervalo [a; b].

Tomemos ainda pontos c1; c2; c3; : : : ; cn¡1; cn em [a; b], tais que

c1 2 [x0; x1] = [a; x1];
c2 2 [x1; x2];
...

ci 2 [xi¡1; xi];
...

cn 2 [xn¡1; xn]:
Sejam

¢x1 = x1 ¡ x0
¢x2 = x2 ¡ x1

...

¢xi = xi ¡ xi¡1
...

¢xn = xn ¡ xn¡1
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E formemos a soma

S = f(c1)¢x1 + f(c2)¢x2 + ¢ ¢ ¢+ f(cn)¢xn =
nP
i=1

f(ci)¢xi.

Esta ¶e uma soma integral de f , no intervalo [a; b], correspondente µa parti»c~ao }, e
µa escolha de pontos intermedi¶arios c1; : : : ; cn.

Note que, quando f(x) > 0 em [a; b], a soma integral de f , S =
nP
i=1

f(ci)¢xi, ¶e

a soma das ¶areas de n retângulos, sendo o i-¶esimo retângulo, para 1 · i · n, de base
¢xi e altura f(ci). Isto ¶e ilustrado na ¯gura 7.1.

a = x

x

x x x x xc c c c
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2
)
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)

f(cn)

. . . . .

y = f(x)

y

= b

Figura 7.1.

Seja ¢ o maior dos n¶umeros ¢x1, ¢x2, : : : , ¢xn. Escrevemos

¢ = maxf¢x1;¢x2; : : : ;¢xng = max¢xi
Tal ¢ ¶e tamb¶em chamado de norma da parti»c~ao }.

A integral de¯nida de f , de a at¶e b (ou no intervalo [a; b]) ¶e o n¶umero real

° =

Z b

a

f(x) dx = lim
¢!0

S = lim
max¢xi!0

nX
i=1

f(ci)¢xi

Observa»c~ao 7.1 Se f(x) > 0 no intervalo [a; b], quando max¢xi ! 0, o n¶umero k,
de sub-intervalos tende a 1.

Os retângulos ilustrados na ¯gura 7.1 tornam-se cada vez mais estreitos e nu-
merosos µa medida em que max¢xi torna-se mais e mais pr¶oximo de 0.
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Neste caso, lim
max¢xi!0

Pn
i=1 f(ci)¢xi de¯nir¶a a ¶area compreendida entre a curva

y = f(x), o eixo x, e as retas verticais x = a, x = b.

Sumarizando,

Se f(x) > 0 em [a; b], ent~aoZ b

a

f(x) dx = (¶area sob o gr¶a¯co de f , de x = a at¶e x = b)

Observa»c~ao 7.2 Por outro lado, se f(x) < 0 para todo x 2 [a; b], teremos R b
a
f(x) dx

= ¡A, sendo A a ¶area (positiva) da regi~ao plana compreendida entre o eixo x, o gr¶a¯co
de f , e as retas x = a e x = b.

Note que, neste caso, feita uma subdivis~ao a = x0 < x1 < x2 < ¢ ¢ ¢ < xn = b, e
escolhidos os pontos c1; c2; : : : ; cn, com ci 2 [xi¡1; xi], para i = 1; 2; : : : ; n, teremos

nX
i=1

f(ci)¢xi < 0

pois f(ci) < 0 para cada i, e ¢xi > 0 para cada i.

A 1

A 2

A3

A 4

x

y

y = f(x)

b
a

Figura 7.2.
R b
a
f = A1 ¡ A2 +A3 ¡ A4.

Observa»c~ao 7.3 Se o gr¶a¯co de f , no intervalo [a; b], ¶e como o gr¶a¯co esbo»cado na
¯gura 7.2, ent~ao, sendo A1, A2, A3 e A4 as ¶areas (positivas) indicadas na ¯gura, teremosZ b

a

f(x) dx = A1 ¡A2 +A3 ¡A4

Observa»c~ao 7.4 Pode-se demonstrar que se f ¶e cont¶³nua em [a; b], o limite

lim
max¢xi!0

Pn
i=1 f(ci)¢xi =

R b
a
f n~ao depende das sucessivas subdivis~oes a = x0 < x1 <

¢ ¢ ¢ < xn = b, e nem das sucessivas escolhas de pontos c1; c2; : : : ; cn, com ci 2 [xi¡1; xi]
para cada i.
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Assumiremos sem demonstra»c~ao as seguintes propriedades.

Proposi»c~ao 7.1 Se f e g s~ao cont¶³nuas em [a; b], ent~ao, sendo k uma constante e
a < c < b,

1.
R b
a
(f(x) + g(x)) dx =

R b
a
f(x) dx+

R b
a
g(x) dx

2.
R b
a
k ¢ f(x) dx = k ¢ R b

a
f(x) dx

3.
R c
a
f(x) dx+

R b
c
f(x) dx =

R b
a
f(x) dx

4. se f(x) · g(x), para todo x 2 [a; b], ent~ao R b
a
f(x) dx · R b

a
g(x) dx

Observa»c~ao 7.5 Sendo f cont¶³nua em [a; b], s~ao adotadas as seguintes conven»c~oes
(de¯ni»c~oes).

(i)
R a
a
f(x) dx = 0

(ii)
R a
b
f(x) dx = ¡ R b

a
f(x) dx

Adotadas essas conven»c~oes, a proposi»c~ao 7.1, acima enunciada, continua ver-
dadeira qualquer que seja a ordem dos limites de integra»c~ao a, b e c, podendo ainda dois
deles (ou os três) coincidirem.

7.2 O teorema fundamental do c¶alculo

O teorema fundamental do c¶alculo estabelece o modo pelo qual as integrais de¯nidas
podem ser calculadas atrav¶es de integrais inde¯nidas.

Teorema 7.1 (Teorema fundamental do c¶alculo) Sendo f uma fun»c~ao cont¶³nua no
intervalo [a; b],

se

Z
f(x) dx = F (x) + C ent~ao

Z b

a

f(x) dx = F (b)¡ F (a)

¶E costume denotar [F (x)]ba = F (x)jba = F (b)¡ F (a).
Ou seja, sendo

R
f(x) dx = F (x) + C, temos

R b
a
f(x) dx = F (x)jba = F (b)¡ F (a).

Exemplo 7.1 Calcular a ¶area compreendida entre a curva y = senx e o eixo x, para
0 · x · ¼.
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Solu»c~ao.
Como senx ¸ 0 quando 0 · x · ¼,
temos que a ¶area procurada ¶e dada pela
integral A =

R ¼
0
senx dx.

Temos
R
senx dx = ¡ cosx+ C.

0 x

y

π

y = sen x

2 unidades de área

Logo, A =
R ¼
0
senx dx = [¡ cos x]¼0 = (¡ cos ¼)¡(¡ cos 0) = 1+1 = 2 (unidades

de ¶area).

7.2.1 Integra»c~ao de¯nida, com mudan»ca de vari¶avel

Quando fazemos mudan»ca de vari¶avel (integra»c~ao por substitui»c~ao), no caso de uma
integral de¯nida, podemos ¯nalizar os c¶alculos com a nova vari¶avel introduzida, sem
necessidade de retornar µa vari¶avel original. Para tal, ao realizarmos a mudan»ca de
vari¶avel, trocamos adequadamente os limites de integra»c~ao.

Suponhamos que y = f(x) ¶e uma fun»c~ao cont¶³nua em um intervalo I, com a; b 2 I,
e que x = '(t) ¶e uma fun»c~ao de t deriv¶avel em um certo intervalo J ½ R, satisfazendo

1. f('(t)) 2 I quando t 2 J .
2. '(®) = a, '(¯) = b, para certos ®; ¯ 2 J ;
3. '0(t) ¶e cont¶³nua em J ;

Sendo F (x) uma primitiva de f(x) em I, temos
R
f(x) dx = F (x) + C, e como

vimos, tomando x = '(t), teremos dx = '0(t) dt, eR
f('(t))'0(t) dt = F ('(t)) + C.

Ent~ao, Pelo teorema fundamental do c¶alculo,

Z b

a

f(x) dx = F (x)jba = F (b)¡ F (a) = F ('(¯))¡ F ('(®))

= F ('(t))j¯® =
Z ¯

®

f('(t)) ¢ '0(t) dt

Exemplo 7.2 Calcular
R 1
¡1 x

p
1 + x2 dx.
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Fazendo u = 1 + x2, calculamos
R
x
p
1 + x2 dx = 1

3

p
1 + x2 + C.

Pelo teorema fundamental do c¶alculo,R 1
¡1 x

p
1 + x2 dx = 1

3

p
1 + x2

¯̄1
¡1 =

p
8
3
¡

p
8
3
= 0.

Por outro lado, poder¶³amos ter trocado os limites de integra»c~ao, ao realizar a
mudan»ca de vari¶avel. O resultado seria:

para x = ¡1, u = 2; e para x = 1, u = 2 (!). Ent~aoR 1
¡1 x

p
1 + x2 dx =

R 2
2

p
u ¢ 1

2
du = 0.

Exemplo 7.3 Calcular a ¶area delimitada pela circunferência de equa»c~ao x2 + y2 = a2.

Para calcular a ¶area A desse c¶³rculo, basta calcular a ¶area sob o semi-c¶³rculo
y =

p
a2 ¡ x2, acima do eixo x, entre os pontos x = ¡a e x = a, ou seja, calcular

A=2 =

Z a

¡a

p
a2 ¡ x2 dx

Faremos a substitui»c~ao x = a sen t, ¡¼=2 · t · ¼=2.
Para t = ¡¼=2, x = ¡a; para t = ¼=2, x = a.
Teremos ent~ao dx = a cos t dt, a2 ¡ x2 = a2 cos2 t e, como cos t ¸ 0 no intervalo

[¡¼=2; ¼=2], pa2 ¡ x2 = a cos t.
Logo,

R a
¡a
p
a2 ¡ x2 dx = R ¼=2¡¼=2 a

2 cos2 t dt.

Temos cos2 t+ sen2 t = 1 e cos2 t¡ sen2 t = cos 2t, logo
cos2 t = 1

2
(1 + cos 2t).

Assim,Z a

¡a

p
a2 ¡ x2 dx =

Z ¼=2

¡¼=2
a2 cos2 t dt

=
a2

2

Z ¼=2

¡¼=2
(1 + cos 2t) dt

=
a2

2

·
t+

1

2
sen 2t

¸¼=2
¡¼=2

=
a2

2

·
¼

2
+
1

2
sen¼

¸
¡ a

2

2

·
¡¼
2
+
1

2
sen(¡¼)

¸
=
¼a2

2

E portanto a ¶area do c¶³rculo ¶e A = ¼a2.

7.2.2 Integra»c~ao de¯nida, por partes

Suponhamos que u = u(x) e v = v(x) s~ao fun»c~oes deriv¶aveis no intervalo [a; b], com as
derivadas u0(x) e v0(x) cont¶³nuas em [a; b].
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Temos (u ¢ v)0 = u0 ¢ v + u ¢ v0 = uv0 + vu0, e ent~aoR b
a
[u(x)v(x)]0 dx =

R b
a
u(x)v0(x) dx+

R b
a
v(x)u0(x) dx.

Pelo teorema fundamental do c¶alculo,
R b
a
[u(x)v(x)]0 dx = u(x)v(x)jba. PortantoR b

a
u(x)v0(x) dx = u(x)v(x)jba ¡

R b
a
v(x)u0(x) dx.

Em nota»c~ao abreviada, Z b

a

u dv = uvjba ¡
Z b

a

v du

7.3 Problemas

Calcule as integrais de¯nidas listadas abaixo.

1.
R 1
¡1

dx
1+x2

. Resposta. ¼=2.

2.
R p2=2
0

dxp
1¡x2 . Resposta. ¼=4.

3.
R ¼=3
0

tg x dx. Resposta. ln 2.

4.
R x
1
dt
t
. Resposta. lnx.

5.
R x
0
sen t dt. Resposta. 1¡ cosx.

6.
R ¼=2
0

senx cos2 x dx. Resposta. 1=3.

7.
R ¼=2
0

dx
3+2 cosx

. Resposta. ¼
2
p
5
. Sugest~ao. Use a identidade cosx =

1¡tg2 x
2

1+tg2 x
2

, fa»ca

u = tg x
2
, e x

2
= arc tg u.

8.
R 4
1

xdxp
2+4x

. Resposta. 3
p
2=2.

9.
R 1
¡1

dx
(1+x2)2

. Resposta. ¼
4
+ 1

2
. Sugest~ao. Fa»ca x = tg u.

10.
R 5
1

p
x¡1
x
dx. Resposta. 4¡ 2 arc tg 2.

11.
R ¼=2
0

cosx dx
6¡5 senx+sen2 x . Resposta. ln

4
3
.

12. Calcule a integral
R t
0

p
a2 ¡ x2 dx (0 · t · a), sem usar antiderivadas, interpre-

tando-a como ¶area sob a curva (semi-c¶³rculo) y =
p
a2 ¡ x2, e acima do eixo x,

no intervalo [0; t] (¯gura 7.3).

Resposta. t
2

p
a2 ¡ t2 + a2

2
arc sen t

a
. Sugest~ao. Subdivida a ¶area a ser calculada

em duas regi~oes, como sugere a ¯gura.
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x

y

t0

a

Figura 7.3.

7.4 Completando quadrados em integrais inde¯nidas

Da nossa tabela ampliada de integrais imediatas, tabela 6.1, p¶agina 95, temos as integrais
da tabela 7.1 abaixo.

Tabela 7.1. (a > 0, ¸6= 0)

Z
dx

a2 + x2
=
1

a
arc tg

x

a
+ C

Z
dx

a2 ¡ x2 =
1

2a
ln

¯̄̄
¯a+ xa¡ x

¯̄̄
¯+ C.Z

dxp
a2 ¡ x2 = arc sen

x

a
+ C

Z
dxp
x2 + ¸

= ln jx+
p
x2 + ¸j+ C

Voltaremos nossa aten»c~ao agora ao c¶alculo das integrais

I1 =

Z
dx

ax2 + bx+ c
I2 =

Z
(Ax+B)dx

ax2 + bx+ c

I3 =

Z
dxp

ax2 + bx+ c
I4 =

Z
(Ax+B)dxp
ax2 + bx+ c

nas quais, a, b, c, A e B s~ao n¶umeros reais, e a6= 0.
Veremos que, para calcular cada uma das integrais I1, I2, I3, e I4, tudo (ou quase

tudo) que temos a fazer ¶e completar um quadrado em ax2 + bx + c, e ent~ao usar a
pequena tabela de integrais 7.1.

Lembramos que completar um quadrado em ax2+ bx+ c ¶e escrever este trinômio
do segundo grau na forma a(x+m)2 + n.

Primeiramente, colocamos o coe¯ciente a em evidência:

ax2 + bx+ c = a

µ
x2 +

b

a
x+

c

a

¶
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Completamos ent~ao o quadrado em x2 +
b

a
x+

c

a
:

x2 + ¯x+ ° =

µ
x+

¯

2

¶2
+

µ
° ¡ ¯

2

4

¶
Fazemos ent~ao, para o c¶alculo da integral, a substitui»c~ao

u = x+
¯

2
; du = dx

e teremos
x2 + ¯x+ ° = u2 § k2

ax2 + bx+ c = a(u2 § k2)

Agora, a menos de alguns pequenos ajustes, recairemos em integrais da tabela 7.1.

Exemplo 7.4 Calcular

Z
dx

2x2 + 3x+ 1
.

Solu»c~ao. Come»camos fazendo

2x2 + 3x+ 1 = 2

µ
x2 +

3

2
x+

1

2

¶
= 2

"µ
x+

3

4

¶2
¡ 9

16
+
1

2

#

= 2

"µ
x+

3

4

¶2
¡ 1

16

#
= 2

"
u2 ¡

µ
1

4

¶2#

sendo u = x+ 3=4.

Como du = dx,Z
dx

2x2 + 3x+ 1
=

Z
du

2
h
u2 ¡ ¡1

4

¢2i = 1

2

Z
du

u2 ¡ ¡1
4

¢2
= ¡1

2

Z
du¡

1
4

¢2 ¡ u2 = ¡12 ¢ 1

2 ¢ 1
4

ln

¯̄̄
¯ 14 + u1
4
¡ u

¯̄̄
¯+ C (tabela 7.1)

= ¡ ln
¯̄̄
¯1 + 4u1¡ 4u

¯̄̄
¯+ C = ¡ ln

¯̄̄
¯ 1 + 4x+ 31¡ (4x+ 3)

¯̄̄
¯+ C

= ¡ ln
¯̄̄
¯4x+ 44x+ 2

¯̄̄
¯+ C = ¡ ln

¯̄̄
¯2x+ 22x+ 1

¯̄̄
¯+ C

= ln

¯̄̄
¯2x+ 12x+ 2

¯̄̄
¯+ C

Exemplo 7.5 Calcular

Z
x¡ 1p
1¡ x¡ x2dx.
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Solu»c~ao. Come»camos fazendo

1¡ x¡ x2 = ¡(x2 + x¡ 1) = ¡
"µ
x+

1

2

¶2
¡ 1
4
¡ 1
#

= ¡
"µ
x+

1

2

¶2
¡ 5
4

#
= ¡

2
4µx+ 1

2

¶2
¡
Ãp

5

2

!235
=

Ãp
5

2

!2
¡
µ
x+

1

2

¶2
Sendo, u = x+ 1=2, du = dx, e x = u¡ 1=2,

Z
x¡ 1p
1¡ x¡ x2dx =

Z
x¡ 1r³p

5
2

´2
¡ ¡x+ 1

2

¢2dx
=

Z
u¡ 3=2r³p
5
2

´2
¡ u2

du

=

Z
ur³p
5
2

´2
¡ u2

du¡ 3
2

Z
1r³p
5
2

´2
¡ u2

du

= I ¡ 1
2
J

sendo I =

Z
uq

(
p
5=2)2 ¡ u2

du, e J =

Z
1q

(
p
5=2)2 ¡ u2

du.

Para o c¶alculo de I, fazemos w = (
p
5=2)2 ¡ u2, e ent~ao dw = ¡2u du, e temos

I =

Z
ur³p
5
2

´2
¡ u2

du =

Z ¡1
2
dwp
w

= ¡pw + C

= ¡

vuutÃp5
2

!2
¡ u2 = ¡

p
1¡ x¡ x2 + C

Por sua vez,

J =

Z
1r³p
5
2

´2
¡ u2

du = arc sen
up
5=2

+ C

= arc sen
2up
5
+ C = arc sen

2x+ 1p
5

+ C
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Portanto,Z
x¡ 1p
1¡ x¡ x2dx = I ¡

1

2
J

= ¡
p
1¡ x¡ x2 ¡ 1

2
arc sen

2x+ 1p
5

+ C

7.5 Algumas integrais envolvendo fun»c~oes

trigonom¶etricas

7.5.1 Integrais da forma
R
senm x cosn x dx, m e n inteiros n~ao

negativos

Primeiro caso: m ou n ¶e um inteiro ¶³mpar

Consideremos J =
R
senm x cosn x dx.

Sendo m e n inteiros n~ao negativos, no caso em que o expoente m ¶e ¶³mpar,
teremos m = 2k + 1, e ent~ao

J =

Z
sen2k+1 x cosn x dx

=

Z
sen2k x cosn x senx dx

=

Z
(sen2 x)k cosn x senx dx

=

Z
(1¡ cos2 x)k cosn x senx dx

Agora fazemos cosx = t, e ent~ao dt = ¡ senx dx, obtendo

J =

Z
(1¡ t2)ktn(¡dt) = ¡

Z
(1¡ t2)ktn dt

que ¶e uma integral de um polinômio em t.

Se m ¶e par, mas n ¶e ¶³mpar, transformamos a integral J em uma integral de um
polinômio, por um procedimento an¶alogo.

Exemplo 7.6 Calcular J =
R
sen6 x cos5 x dx.
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Solu»c~ao.

J =

Z
sen6 x cos5 x dx =

Z
sen6 x cos4 x cosx dx

=

Z
sen6 x(cos2 x)2 cosx dx =

Z
sen6 x(1¡ sen2 x)2 cosx dx

=

Z
t6(1¡ t2)2 dt, sendo t = senx, dt = cosx dx.

Teremos ent~ao

J =

Z
t6(1¡ 2t2 + t4) dt =

Z
(t6 ¡ 2t8 + t10) dt

=
t7

7
¡ 2t

9

9
+
t11

11
+ C

=
sen7 x

7
¡ 2 sen

9 x

9
+
sen11 x

11
+ C

Segundo caso: m e n s~ao ambos pares

Neste caso, abaixamos os graus das potências de fun»c~oes trigonom¶etricas, mediante as
rela»c~oes

cos2 a =
1 + cos 2a

2
sen2 a =

1¡ cos 2a
2

(7.1)

ou seja, fazemos

J =

Z
senm x cosn x dx =

Z
sen2k x cos2` x dx

=

Z
(sen2 x)k(cos2 x)` dx

=

Z µ
1¡ cos 2x

2

¶kµ
1 + cos 2x

2

¶`
dx

Exemplo 7.7 Calcular I =
R
sen4 x cos2 x dx.

Solu»c~ao.I =
R
sen4 x cos2 x dx =

R
(sen2 x)2 cos2 x dx

Fazendo uso das rela»c~oes trigonom¶etricas 7.1, temos

I =

Z µ
1 + cos 2x

2

¶2µ
1 + cos 2x

2

¶
dx

=

Z µ
1¡ 2 cos 2x+ cos2 2x

4

¶µ
1 + cos 2x

2

¶
dx
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=
1

8

Z
(1 + cos 2x¡ cos2 2x+ cos3 2x) dx

=
1

8

Z
dx¡ 1

8

Z
cos 2x dx¡ 1

8

Z
cos2 2x dx+

1

8

Z
cos3 2x dx

Calculando separadamente as quatro integrais, temos:

I1 =
R
dx = x (juntaremos adiante todas as constantes em uma s¶o)

I2 =
R
cos 2x dx = 1

2
sen 2x

I3 =

Z
cos2 2x dx =

Z
1 + cos 4x

2
dx (cos2 a = 1+cos 2a

2
)

=
1

2

Z
dx+

1

2

Z
cos 4x dx

=
x

2
+
1

2
¢ 1
4
sen 4x =

x

2
+
1

8
sen 4x

I4 =

Z
cos3 2x dx (potência de cosseno, de expoente ¶³mpar!)

=

Z
cos2 2x cos 2x dx =

Z
(1¡ sen2 2x) cos 2x dx

=

Z
(1¡ t2) ¢ dt

2
(t = sen 2x, dt = 2 cos 2x dx, logo cos 2x dx = dt

2
)

=
1

2

µ
t¡ t

3

3

¶
=
sen 2x

2
¡ sen

3 2x

6

Finalmente,

I =

Z
sen4 x cos2 x dx =

1

8
(I1 ¡ I2 ¡ I3 + I4)

=
1

8
x¡ 1

16
sen 2x¡ 1

16
x¡ 1

64
sen 4x+

1

16
sen 2x¡ 1

48
sen3 2x+ C

=
x

16
¡ sen 4x

64
¡ sen

3 2x

48
+ C

7.6 F¶ormulas de redu»c~ao (ou de recorrência)

As f¶ormulas de redu»c~ao, ou f¶ormulas de recorrência, s~ao freqÄuentemente encontradas
em t¶abuas de integrais.

Exemplo 7.8 Empregando a f¶ormula de redu»c~aoZ
secn x dx =

tg x secn¡2 x

n¡ 1 +
n¡ 2
n¡ 1 ¢

Z
secn¡2 x dx (7.2)

calcule as integrais
R
sec3 x dx,

R
sec4 x dx, e

R
sec5 x dx.
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Aplicando a f¶ormula dada, para n = 3,Z
sec3 x dx =

tg x secx

2
+
1

2

Z
secx dx

=
tg x secx

2
+
1

2
ln j secx+ tg xj+ C

Aplicando a f¶ormula para n = 4, temosZ
sec4 x dx =

tg x sec2 x

3
+
2

3

Z
sec2 x dx

=
tg x sec2 x

3
+
2

3
tg x+ C

Para n = 5, temosZ
sec5 x dx = I5 =

tg x sec3 x

4
+
3

4
I3

=
tg x sec3 x

4
+
3

4

µ
tg x secx

2
+
1

2
I1

¶
=
tg x sec3 x

4
+
3 tg x secx

8
+
3

8
ln j secx+ tg xj+ C

7.7 Substitui»c~oes trigonom¶etricas

As substitui»c~oes trigonom¶etricas s~ao substitui»c~oes empregadas em integrais envolvendo
uma das express~oes

p
a2 ¡ x2,pa2 + x2, epx2 ¡ a2, nas quais a vari¶avel x ¶e substitu¶³da

(correspondentemente) por uma das fun»c~oes a sen µ, a tg µ, e a sec µ.

Os três procedimentos de substitui»c~oes trigonom¶etricas, habitualmente usados, s~ao
ilustrados geom¶etricamente nas ¯guras 7.4 e 7.5.

(a)

x
a

√ 2 x 2a -

θ 

(b)

x

a

√ 2x 2a-

θ 

Figura 7.4. Em (a) x
a
= sen µ, dx = a cos µ dµ,

p
a2¡x2
a

= cos µ. Em (b), a
x
= cos µ, ou

x
a
= sec µ, dx = a sec µ tg µ dµ,

p
x2¡a2
a

= tg µ. Em ambos os casos, a raiz quadrada da
diferen»ca de quadrados ¶e um cateto.

Exemplo 7.9 Calcular
R p

a2 ¡ x2 dx.
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x

a

√ 2 x 2a +

θ 

Figura 7.5. A raiz quadrada
p
a2 + x2 ¶e interpretada geometricamente como sendo a

hipotenusa do triângulo retângulo de catetos x e a. Agora, x
a
= tg µ, dx = a sec2 µ dµ,

e
p
a2+x2

a
= sec µ.

Para o c¶alculo desta integral, usaremos uma substitui»c~ao trigonom¶etrica, baseada no
esquema geom¶etrico da ¯gura 7.4 (a).

Observando as rela»c~oes trigonom¶etricas da ¯gura 7.4 (a), fazemos

x

a
= sen µ;

p
a2 ¡ x2
a

= cos µ; dx = a cos µ dµ

Temos ent~ao Z p
a2 ¡ x2 dx =

Z
a2 cos2 µ dµ

Usando a rela»c~ao cos2 µ = 1
2
(1 + cos 2µ), temosZ

a2 cos2 µ dµ =
a2

2

Z µ
1

2
+
1

2
cos 2µ

¶
dµ =

a2µ

2
+
a2

4
sen 2µ + C

Agora substitu¶³mos

µ = arc sen
x

a
; sen 2µ = 2 sen µ cos µ =

2x
p
a2 ¡ x2
a2

e obtemos Z p
a2 ¡ x2 dx = a2

2
arc sen

x

a
+
x

2

p
a2 ¡ x2 + C

No caso de uma integral de¯nida, ao realizar a mudan»ca de vari¶avel, podemos
tamb¶em trocar os limites de integra»c~ao, tal como ilustrado no seguinte exemplo.

Exemplo 7.10 Calcular
R 3
0

p
9 + x2 dx.

Para desenvolver a estrat¶egia de substitui»c~ao
trigonom¶etrica, lan»camos m~ao do diagrama ao
lado. Teremos
x
3
= tg µ, dx = 3 sec2 µ dµ, e
3p
9+x2

= cos µ, ou seja,p
9 + x2 = 3 sec µ.

x

3

√ x 2+

θ 

9
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Sendo x = 3 tg µ, tomamos µ assumindo valores de 0 a ¼=4, e teremos x per-
correndo os valores de 0 a 3.

Teremos ent~ao
R 3
0

p
9 + x2 dx =

R ¼=4
0

3 sec µ ¢ 3 sec2 µ dµ = 9 R ¼=4
0

sec3 µ dµ.

Conforme vimos no exemplo 7.8,Z
sec3 µ dµ =

sec µ tg µ

2
+
1

2
ln j sec µ + tg µj+ C

Assim,Z 3

0

p
9 + x2 dx = 9

Z ¼=4

0

sec3 µ dµ = 9

·
sec µ tg µ

2
+
1

2
ln j sec µ + tg µj

¸¼=4
0

= 9

·
sec(¼=4) tg(¼=4)

2
+
1

2
ln j sec(¼=4) + tg(¼=4)j

¸
¡ 9

·
sec 0 tg 0

2
+
1

2
ln j sec 0 + tg 0j

¸
= 9

"p
2

2
+
1

2
ln(
p
2 + 1)

#
¡ 9

·
0 +

1

2
ln 1

¸

=
9
p
2

2
+
9

2
ln(
p
2 + 1)

7.8 Problemas

Integrais que requerem completamento de quadrados

1.
R

dx
x2+2x+5

. Resposta. 1
2
arc tg x+1

2
+ C.

2.
R

dx
x2¡6x+5 . Resposta.

1
4
ln
¯̄
x¡5
x¡1
¯̄
+ C.

3.
R

6x¡7
3x2¡7x+11 dx. Resposta. ln j3x2 ¡ 7x+ 11j+ C.

4.
R

dxp
2¡3x¡4x2 . Resposta.

1
2
arc sen 8x+3p

41
+ C.

5.
R

dxp
3x2+5x

. Resposta. 1p
3
ln j6x+ 5 +

p
12(3x2 + 5x)j+ C.

6.
R

2ax+bp
ax2+bx+c

dx. Resposta. 2
p
ax2 + bx+ c+ C.

Integrais envolvendo fun»c~oes trigonom¶etricas

1.
R
sen3 x dx. Resposta. 1

3
cos3 x¡ cos x+ C.

2.
R
sen5 x dx. Resposta. ¡ cosx+ 2

3
cos3 x¡ 1

5
cos5 x+ C.
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3.
R
cos4 x sen3 x dx. Resposta. ¡1

5
cos5 x+ 1

7
cos7 x+ C.

4.
R
cos3 x
sen4 x

dx. Resposta. cosecx¡ 1
3
cosec3 x+ C.

Sugest~ao. Use o mesmo procedimento descrito µa pagina 112, para o c¶alculo da
integral

R
senm x cosn x dx, quando m ou n ¶e um expoente ¶³mpar.

5.
R
sen4 x dx. Resposta. 3

8
x¡ sen 2x

4
+ sen4x

32
+ C.

6.
R
tg3 x dx. Resposta. tg

2 x
2
+ ln j cosxj+ C.

Sugest~ao. tg3 x = tg x tg2 x = tg x(sec2 x¡ 1).
7.
R

sen3 x
3
p
cos4 x

dx. Resposta. 3
5
cos5=3 x+ 3 cos¡1=3 x+ C.

8.
R

dx
4¡5 senx . Resposta.

1
3
ln
¯̄̄
tg x

2
¡2

2 tg x
2
¡1

¯̄̄
+ C.

Sugest~ao. Use a identidade senx =
2 tg x

2

1 + tg2 x
2

(temos tamb¶em cosx =
1¡tg2 x

2

1+tg2 x
2

).

Fa»ca tg x
2
= u, com x

2
= arc tg u e ent~ao dx = 2

1+u2
du.

F¶ormulas de redu»c~ao

1. Usando a f¶ormula de recorrênciaZ
cosn x dx =

1

n
senx cosn¡1 x+

n¡ 1
n

Z
cosn¡2 x dx

mostre queZ
cos4 x dx =

1

4
senx cos3 x+

3

8
senx cos x+

3x

8
+ CZ

cos7 x dx =
1

7
senx cos6 x+

6

35
senx cos4 x+

8

35
senx cos2 x+

16

35
senx+ C

2. Usando a f¶ormula de recorrênciaZ
tgn x dx =

tgn¡1 x

n¡ 1 ¡
Z
tgn¡2 x dx

calcule

(a)
R
tg5 x dx. Resposta. tg

4 x
4
¡ tg2 x

2
¡ ln j cosxj+ C.

(b)
R
tg6 x dx. Resposta. tg

5 x
5
¡ tg3 x

3
+ tg x¡ x+ C
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Substitui»c~oes trigonom¶etricas

Calcule as seguintes integrais, atrav¶es de substitui»c~oes trigonom¶etricas.

1.
R p

a2¡x2
x2

dx. Resposta. ¡
p
a2¡x2
x

¡ arc sen x
a
+ C.

2.
R

dx
x2
p
1+x2

. Resposta. ¡
p
1+x2

x
+ C.

3.
R p

x2¡a2
x

dx. Resposta.
p
x2 ¡ a2 ¡ a arccos a

x
+ C.

4.
R

dxp
(a2+x2)3

. Resposta. x
a2
p
a2+x2

+ C.


