Semana 7

Integrais definidas. Novas técnicas
para integrais indefinidas.

7.1 A integral definida

Seja y = f(x) uma fungdo continua em um intervalo fechado [a, b].

Subdividamos o intervalo [a, b] através de n + 1 pontos xg, Z1, X2, ... , Tn_1, Tp,
tais que
=20 <11 <Ty< - <Tp1<xT,=0>
O conjunto de pontos p = {x¢g = a,x1, 22, ... ,Tp_1, T, = b} constitui uma subdivisio
ou particdo do intervalo [a, b].
Tomemos ainda pontos ¢y, ¢a, ¢3, ... , ¢y 1, ¢, €m [a,b], tais que
¢1 € [0, 1] = [a, 71],
Cy € [xl,l'g],

¢ € (i1, 4,
Cn € [Tpo1,xp].
Sejam
Axy =21 — o
AQL’Q =Ty — 1
Al’i = X; — Tij—1

Az, =2, — Tp_1
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E formemos a soma
S = fler1)Axy + f(ea)Axg + -+ f(cn)Ax, = fle)Axy.
i=1

Esta é uma soma integral de f, no intervalo [a, b], correspondente a particdo p, e
a escolha de pontos intermedidrios ¢y, ... , c,.

Note que, quando f(z) > 0 em [a,b], a soma integral de f, S = > f(¢;)Ax;, é
i=1

a soma das areas de n retangulos, sendo o i-ésimo retangulo, para 1 < i < n, de base
Ax; e altura f(c¢;). Isto é ilustrado na figura 7.1.

y
y = f(x)
flc,)
AN R
4 (c3)
fic,)
fic,)
X
a=Xx, C X; Cp X, Cy; X3 X4 Cn  X,=b
k - b -
AXy Ax, Ax, Ax,
Figura 7.1.
Seja A o maior dos numeros Axy, Axsy, ..., Ax,. Escrevemos

A = max{Axy, Az, ... ,Az,} = max Az;

Tal A é também chamado de norma da particdo ¢.

A integral definida de f, de a até b (ou no intervalo [a,b]) é o ndmero real

max Ax; —

b n
7:/a f(x)dx:ilin()S: lim oz;f(ci)AIi

Observacao 7.1 Se f(x) > 0 no intervalo |a,b|, quando max Ax; — 0, o nimero k,
de sub-intervalos tende a oco.

Os retangulos ilustrados na figura 7.1 tornam-se cada vez mais estreitos e nu-
merosos a medida em que max Ax; torna-se mais e mais proximo de 0.
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Neste caso, liAm >y f(ci)Ax; definird a drea compreendida entre a curva
max Ax; —0 -

y = f(z), o eixo x, e as retas verticais t = a, x = b.

Sumarizando,

Se f(x) > 0 em [a,b], entdo

b
/ f(z)dx = (drea sob o gréfico de f, de x = a até x =)

Observacdo 7.2 Por outro lado, se f(x) < 0 para todo x € [a,b], teremos jab f(z)dx
= —A, sendo A a drea (positiva) da regido plana compreendida entre o eixo x, o grafico
de f,easretasx =a ex =b.

Note que, neste caso, feita uma subdivisdo a = 1o < 11 < 1o < --- < x, =Db, €
escolhidos os pontos ¢y, ¢a, ... ,¢p, cOM ¢; € [x;_1,24], parai=1,2,...  n, teremos

i f(cl)AxZ <0
=1

pois f(¢;) <0 para cada i, e Ax; > 0 para cada i.

Figura 7.2. fabf = A — Ay + A3 — Ay

Observacao 7.3 Se o gréfico de f, no intervalo [a,b], é como o grifico esbocado na
figura 7.2, entdo, sendo Ay, As, Az e Ay as dreas (positivas) indicadas na figura, teremos

b
/ f(x)dx:Al—A2+A3—A4

Observacao 7.4 Pode-se demonstrar que se [ é continua em [a,b], o limite
. b, . i
lim . Yor o fle)Ax; = ja f ndo depende das sucessivas subdivisées a = 1y < 1 <

max Ax; —

.-+ < x, = b, e nem das sucessivas escolhas de pontos ci, s, ... ,c,, com¢; € [x;_1, 74
para cada 1.
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Assumiremos sem demonstracao as seguintes propriedades.

Proposicdo 7.1 Se f e g sdo continuas em |a,b|, entdo, sendo k uma constante e
a<c<hb,

L [[(f()+g(x)doe = [ f(z)dv + [, g(x)dx
2 [Vk- fx)dw = k- [} f(x)da
3. [Cf(x)de + jcbf(x) dx = j;f(x) dx

4. se f(z) < g(x), para todo x € [a,b], entdo jabf(x) dr < jabg(x) dx

Observacao 7.5 Sendo f continua em |a,b|, sdo adotadas as seguintes convencées
(definicées).

(i) [, f(x)da =
(ii) [b x)de = — f f(x

Adotadas essas convencoes, a proposicdo 7.1, acima enunciada, continua ver-
dadeira qualquer que seja a ordem dos limites de integracao a, b e ¢, podendo ainda dois
deles (ou os trés) coincidirem.

7.2 O teorema fundamental do calculo

O teorema fundamental do célculo estabelece o0 modo pelo qual as integrais definidas
podem ser calculadas através de integrais indefinidas.

Teorema 7.1 (Teorema fundamental do calculo) Sendo f uma fungdo continua no
intervalo [a, b],

/f (x) +C entdo /f = F(b) — F(a)

E costume denotar [F(x)]z = F(x)|z = F(b) — F(a).
Ou seja, sendo [ f(z)dx = F(z) + C, temos [ f(x)dzx = F(x)|" = F(b) — F(a).

a

Exemplo 7.1 Calcular a area compreendida entre a curva y = senx e o eixo x, para
0<z<m.
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Solugéo.
Como senx > 0 quando 0 < z < m, ty y = sen x
temos que a drea procurada é dada pela
integral A = [ senz dx.
Temos [senzdr = —cosa + C.
2 unidades de area
0 T X

Logo, A = [ senz dx = [—cos 2| = (—cos m)—(—cos0) = 14+1 = 2 (unidades
de drea).

7.2.1 Integracao definida, com mudanca de variavel

Quando fazemos mudanga de varidvel (integragdo por substituicdo), no caso de uma
integral definida, podemos finalizar os célculos com a nova varidvel introduzida, sem
necessidade de retornar a varidvel original. Para tal, ao realizarmos a mudanca de
varidvel, trocamos adequadamente os limites de integracao.

Suponhamos que y = f(x) € uma fun¢do continua em um intervalo I, com a,b € I,
e que = = ©(t) é uma fungdo de t derivavel em um certo intervalo J C R, satisfazendo

1. f(p(t)) € I quando t € J.
2. p(a) =a, (B) = b, para certos a, 3 € J;

3. ¢'(t) é continua em J;

Sendo F(x) uma primitiva de f(z) em I, temos [ f(z)dx = F(x)+ C, e como
vimos, tomando = = (1), teremos dz = ¢'(t) dt, e

[ fle)e'(t)dt = F(e(t)) + C.

Ent3o, Pelo teorema fundamental do calculo,

/ f(z)dz = F(x)|' = F(b) — F(a) = F((8)) - F(¢(a))
) = / Fo(t)) - (1)t

Exemplo 7.2 Calcular [* zv/T1+ 22 dx.
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Fazendo u = 1+ 22, calculamos [ 2v/1 + 22 dx = 31 + 22 + C.
Pelo teorema fundamental do célculo,
]flx\/l + 22dy = %\/1 +x2’1_1 = TS — 78 = 0.

Por outro lado, poderiamos ter trocado os limites de integracdo, ao realizar a
mudanca de variavel. O resultado seria:

paraxz = —1,u=2;eparax =1, u=2(!). Entdo
jflx\/l +22dr = j;\/ﬂ sdu = 0.
Exemplo 7.3 Calcular a drea delimitada pela circunferéncia de equacdo x° + y* = a®.

Para calcular a drea A desse circulo, basta calcular a area sob o semi-circulo
y = va? — x2, acima do eixo x, entre os pontos x = —a e x = a, ou seja, calcular

A2 = / va? — 2?2 dx

Faremos a substituicdo x = asent, —7/2 <t < 7/2.

Parat = —7/2, x = —a; parat = /2, © = a.

Teremos entdo dx = acostdt, a®> — 22 = a® cos®>t e, como cost > 0 no intervalo

[—7/2,7/2], Va?> — 2% = acost.
Logo, [* Va? —a?dx = j:/iz a® cos? t dt.

Temos cos?t +sen’t = 1 e cos®t — sen?t = cos 2t, logo
cos?t = (1 + cos2t).

Assim,

a w/2
/ Va2 —r2dr = / a®cos® t dt
J—a J—7/2
a2 w/2
— / (1+ cos2t)dt
2 J—m/2
a2 w/2
2

a*[r 1 [ © 1 ma?
=5 |3 tgsent| -5 ——+ —sen(—7)| = —

1
t+ = 2t
|:+286n ]

212 2
E portanto a area do circulo é A = 7a®.
7.2.2 Integracao definida, por partes

Suponhamos que u = u(z) e v = v(x) sdo fungdes derivaveis no intervalo [a, b], com as
derivadas u'(x) e v'(x) continuas em [a, b].
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Temos (u-v) =u' - v+ u-v =uw' +vu/, e entdo
fab[u(x)v(x)]’ dr = fab w(z)v' (z) dx + fabv(x)u’(x) dx.

Pelo teorema fundamental do calculo, jab[u(x)v(x)]’dx — u(x)v(z)|”. Portanto

[P ule) () de = u(@)v(@)]L — [Po(@)u(z) da.

b b
b
/udv—uvla—/ vdu
a a

Em notacao abreviada,

7.3 Problemas

Calcule as integrais definidas listadas abaixo.

10.

11.

12.

1 - + . Resposta. /2.

_foﬁ/ ? \/ld””— Resposta. /4.

foﬂ/g tgx dv. Resposta. In2.

. J{ L. Resposta. Inx.

. Jy sentdt. Resposta. 1 — cos .

foﬁ/Q sen x cos? x dx. Resposta. 1/3.

/2 dzx
0 3+2cosx”

u=1tg3, e 3 =arctgu.

- N . . 1-
Resposta. " Sugestdo. Use a identidade cosx = 1+t 5 rr

faca

f14 2dt_  Resposta. 3v/2/2.

V2+iz
f—1 (1+ . Resposta. § % Sugestao. Faca = = tgu.
5z 1
]1 Y=—dx. Resposta. 4 —2arctg2.

/2 cos x dx

4
0 6—b5senz+sen’z’ Resposta. In 3"

Calcule a integral fot Vva? —x%dx (0 <t < a), sem usar antiderivadas, interpre-
tando-a como drea sob a curva (semi-circulo) y = va? — 2?2, e acima do eixo z,
no intervalo [0, t] (figura 7 3).

Resposta. L svVa? — 12 + & > arc sen— Sugestdo. Subdivida a drea a ser calculada
em duas regloes como sugere a f|gura.
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x

Figura 7.3.
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7.4 Completando quadrados em integrais indefinidas

Da nossa tabela ampliada de integrais imediatas, tabela 6.1, pagina 95, temos as integrais

da tabela 7.1 abaixo.
Tabela 7.1. (a > 0, A # 0)

‘ 1 ‘ 1
/d—:C:—arcth—FC /d—x——ln

a+x el

a?+22  a a a2—22 20 |la—=x

dz x dz
_— —_— _— 2
/ —— arcsena—I—C’ / = Injz+ Va2 + A +C

Voltaremos nossa atengao agora ao calculo das integrais

‘ A B
]1:/ dx ]2:/(964- )dx

ax? +bxr +c ax®+bx +c
(Az + B)dx
J Vax?+br+c

Iy =

dx
[5_/ 5
J Vaz?+br+c

nas quais, a, b, ¢, A e B s3o nimeros reais, e a # 0.

Veremos que, para calcular cada uma das integrais Iy, I, I3, e 14, tudo (ou quase
tudo) que temos a fazer é completar um quadrado em ax? + bx + ¢, e entdo usar a

pequena tabela de integrais 7.1.

Lembramos que completar um quadrado em ax? + bx + ¢ é escrever este trindmio

do segundo grau na forma a(z + m)? + n.

Primeiramente, colocamos o coeficiente a em evidéncia:

b
ax2+bx—|—c:a<x2+—x—|—£>
a a
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~ b c
Completamos entdo o quadrado em 22 + =z + —:
a a

2
?+ fr+y = <x+§> +<7—%2>

Fazemos entdo, para o cdlculo da integral, a substituicao

u:x+§, du = dx

e teremos
2?4 Br+y=u+k?

az® 4+ br + ¢ = a(u® £ k?)

Agora, a menos de alguns pequenos ajustes, recairemos em integrais da tabela 7.1.

dx
E lo 7.4 Calcul T ——
xemplo acuar‘/2$2+3x+1
Solugdo. Comecamos fazendo
27 430+ 1=2(a? + 20+ 1) =2 +32 )]
x x =2z +=-x+=)= r+-) ——+=
2 2 4 16 2

sendo u = = + 3/4.

Como du = dz,

/‘ 202 +d§x+ 1 / 9 {u2 Cju(iﬂ - %/qﬂ _dlzlf

1 d 1 1 it
- _Z /12—u—__.—11n ‘11 +C (tabela 7.1)
2 (Z) — 2 2 2.3 71U
1+4u 1+4z+3
S nl—(4x—|—3)’+
4o + 4 20+ 2
4o + 2 20+ 1
20+ 1
=In
20+ 2
Eemlo75Cl//‘ =1
X . alcular | ————dx.
P V1—x— 22
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Solugcdo. Comecamos fazendo

l—r—2=—(2*+2-1)=—

SR R (CHR

[ [
r = x
ST
2 2
u—3/2
/ VA% 2d
()~
/ u2 du—g 12 du
BN
iy
2
U 1
sendoI:/ du,eJ:/ du
URVVETET P By
Para o célculo de I, fazemos w = (v/5/2)? — u?, e entdo dw = —2u du, e temos
1
5d
w——\/EJrC

/ﬁdu/

- <i5> e TTTTEaC

2

Por sua vez,

/ —du = arcsen —— Y +C
/ 5/2

2 +1
—arcsen——i—C—arcsen L +C

V5 V5
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Portanto,

rx—1 1

—_——do =1 —=J

/\/1—x—x2 2
1 20+ 1

= —V1—2x— 22— —arcsen
2 V5

+C

7.5 Algumas integrais envolvendo funcoes
trigonométricas

7.5.1 Integrais da forma [ sen™zcos"zdx, m e n inteiros nao
negativos

Primeiro caso: m ou n é um inteiro impar

Consideremos J = [ sen™ x cos" x du.

Sendo m e n inteiros ndo negativos, no caso em que o expoente m é impar,
teremos m = 2k + 1, e entao

J = / sen?* 1 1 cos™ z dx
= / sen?* 2 cos” x sen x dx
= /(Sen2 x)¥ cos™ xsen x dx
= /(1 — cos® x)¥ cos™ zsen z dx
Agora fazemos cosx = t, e entdo dt = —sen x dx, obtendo
J= /(1 — )k (—dt) = — /(1 — )k dt

que é uma integral de um polinémio em ¢.

Se m € par, mas n é impar, transformamos a integral J em uma integral de um
polindmio, por um procedimento analogo.

Exemplo 7.6 Calcular J = [ sen®x cos® z du.
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Solugéo.

<
I

sen® z cos® x dx = / sen® z cos* z cos z dx

sen® z(cos® )% cos x dx = /SGDGI(l —sen”z)? cos z dw

Il
\\\

t6 1— t2 t, sendo t =senx, dt = cosxdx.

Teremos entao

J—/t6(1—2t2+t4)dt—/(t6—2t8+t10)dt

o2t
L2l e

7 9 T
_ sen"x  2sen’z N sen'! r Lo
T 9 11

Segundo caso: m e n sao ambos pares

Neste caso, abaixamos os graus das poténcias de fungdes trigonométricas, mediante as
relacoes

1 2 1-— 2
cos’a = w sen? a = # (7.1)

ou seja, fazemos
J = / sen” xcos" xdx = / sen®* z cos® z dx
= / (sen? z)*(cos? z)¢ dx

/ 1—cos2z\" 1+ cos2zx ¢
= dx
. 2 2

Exemplo 7.7 Calcular I = [ sen* x cos® x dx.

Solugdo.I = [ senz cos? xdx = [(sen? x)? cos® x dx

Fazendo uso das relagGes trigonométricas 7.1, temos

e / 1+ cos2z 21 + cos 2x dr
‘ 2 2
/(1—20052x+00522x> <1—|—0082x> p
= x
. 4 2
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1
=3 /(1 + cos 22 — cos® 2 + cos® 22) dx

1 1 1 1 .
——/dx——/cosdex——/cosQZxdx+—/cos‘ﬁxdx
8. 8. 8. 8,

Calculando separadamente as quatro integrais, temos:
I = [dz =2 (juntaremos adiante todas as constantes em uma sé)

I, = [cos2zdr = §sen2x

"1 4
13_/008221'd$—/$dx (cos? q = Ltegie)
1 1
= i/d:c—l—i/cosélxdx
1 1
:§+§~Zsen4x:g+—sen4x
I, = /0083 21 dx (poténcia de cosseno, de expoente impar!)
= /0052 2xcos2zdxr = /(1 — sen? 2z) cos 2z dx
~ [a-p). & t =sen2z, dt =2cos2zdz, | 2 dy =4
= [(1-t) — (t =sen2x, dt = 2cos2zdx, logo cos2xdr = %)
1 ; t*\  sen2x  sen’2x
-2 3) 2 6
Finalmente,

1
I = /sen4xcos2xdx = g(ll —L—I3+ 1)

1 1 1 1 1 1 3
:gx—l—GseHQx—Ex—6—4$en4x+ﬁsen2x—gsen 20 + C
_ . sendw _sen32x+0

16 64 48

7.6 Formulas de reducao (ou de recorréncia)

As formulas de reducdo, ou formulas de recorréncia, sao frequientemente encontradas
em tabuas de integrais.

Exemplo 7.8 Empregando a férmula de redugcao

t n2 —2
/sec"xdx e T /sec”_Qxdx (7.2)

n—1 n—l'

calcule as integrais [ sec® xdx, [sec*zdx, e [sec®xdu.
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Aplicando a férmula dada, para n = 3,

t 1
/sec%cdx—%%—i /secxdx

t 1
:w—i—ilrﬂsecx—ktgﬂ—FCY

Aplicando a férmula para n = 4, temos

n t 2 2 n
/sec4xdx:w+—/8602xdx

3 3
tgrsec’r 2
_ BT S C
3 +3gx+
Para n = 5, temos
t 3 3
/sec5xdx—l5—w+—lg
‘ 4 4
tgwsecs 3 [tgxsecx 1
e — = _[
4 +4< 2 +21>
_ tgwsec’z  3tgwsecw

3
1 3 +§ln]seczc+tg:c]+0

7.7 Substituicoes trigonométricas

As substituicoes trigonométricas sao substituicoes empregadas em integrais envolvendo
uma das expressdes v/a? — 22, va? + x2, e /22 — a2, nas quais a variavel z é substituida
(correspondentemente) por uma das funcdes asend, atgf, e asech.

Os trés procedimentos de substituicoes trigonométricas, habitualmente usados, sao
ilustrados geométricamente nas figuras 7.4 e 7.5.

(a) (b)

X Vx2- a2

Va?- x2 a

Figura 7.4. Em (a) £ =senf, dx = acosf db, Va’—2® _ 650, Em (b), & = cosd, ou

a

Z = sec, dv = asecOtg6db, vzioa? _ tg#. Em ambos os casos, a raiz quadrada da

a
diferenca de quadrados é um cateto.

Exemplo 7.9 Calcular [ v/a?® — 2% dx.
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VaZ+ x2

Figura 7.5. A raiz quadrada v/a? + 22 é interpretada geometricamente como sendo a

T

hipotenusa do tridngulo retangulo de catetos = e a. Agora, £ = tgf, dov = asec? 0 db,

2 2
e —V“a” = sec .

Para o calculo desta integral, usaremos uma substituicao trigonométrica, baseada no
esquema geométrico da figura 7.4 (a).

Observando as relagdes trigonométricas da figura 7.4 (a), fazemos

2 2
x a? —x
— =senfl, ——— =cosl, dxr=acosfdb
a a

Temos entao

/\/a2—$2d$_/a2C082(9d(9

Usando a relagdo cos?f = %(1 + cos 26), temos

J 2 J 1 1 29 2
/a200829d9—%/ <§+§C0829> d9:%+%sen29+0

Agora substituimos

x 2xva? — 12
0 =arcsen—, sen20 =2senfcost) = —————
a a
e obtemos

2
/\/GQ—IQdI: %arcsen%—kgan—xQ—I—C

No caso de uma integral definida, ao realizar a mudanga de varidvel, podemos
também trocar os limites de integracao, tal como ilustrado no seguinte exemplo.

Exemplo 7.10 Calcular fog V9 + 22 dx.

Para desenvolver a estratégia de substituicao

trigonométrica, lancamos mao do diagrama ao V9 +x2
lado. Teremos X
£ =tgh, dx=3sec®0dh, e

3 . .
5= — COs 6, ou seja, ;

V9 + 22 = 3sech. 3
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Sendo = = 3tg#, tomamos # assumindo valores de 0 a 7/4, e teremos x per-
correndo os valores de 0 a 3.

Teremos entio jo \/9—|—x2dx—j0 4 3secl - 3sec? 9d9—9jﬂ/4sec39d8.

Conforme vimos no exemplo 7.8,

Otgd 1
/secgﬁdﬁz ¥+§1n|5609+tg9|+0

Assim,
/03\/Wd:c—9/0ﬂ/4sec39d9—9 {%—l—%ln\se(ﬂ#—tgmrﬂ
. : 0
:9|:SGC(7T/4)2tg(7T/4> +%1n|sec(7r/4)+tg(7r/4)|]
—9{M+11n|8600+tg0|]
2 2
=9 ? ~In(v2+1)| - {O—F lnl}

:¥+—1n(\/§+1)

7.8 Problemas

Integrais que requerem completamento de quadrados

1. [ =%—. Resposta. 3 arctg & + C.

2. [ =% Resposta. iln |22 4+ C.
3. [ 522% dx. Resposta. In |32% — 7x + 11| + C.
4

) dx 1 8z+3
| 75==—= Resposta. arcsen 7 + C.

| \/&Cdfmm. Resposta. % In |62 + 5+ \/12(32% + 5z)| + C.

2az+b JarZ t e v e
. | 7=5==dx. Resposta. 2v/az> + bz +c+C.

o

(@)

Integrais envolvendo funcoes trigonométricas

1. [sen®xdx. Resposta. 3 cos®x — cosx + C.

Sp—Lcos®r+C.

2. [sen®xdx. Resposta. —cosx + 2 cos :
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3. [cos*wsen® v dx. Resposta. —2 cos® x + 2 cos” x + C.

) cos T
4. [ L52 dy. Resposta. cosecx — 5 cosec® x4 C.

Sugestdo. Use o mesmo procedimento descrito a pagina 112, para o calculo da
integral [ sen™ x cos™ x dx, quando m ou n é um expoente impar.

5. [sen®xdx. Resposta. Sx — SB2L 4 bl 4 (7,

6. [tg*xdx. Resposta. % +In|cosz| + C.
Sugestdo. tgx = tgawtg?z = tgx(sec’ x — 1).

7. [ 222 gy, Resposta. 2 cos®3 x +3cos 3+ C.

Veost z
_d 1
8. | 5= Resposta. 5In 2t I 1‘ +C.
~ . . th% / 1-tg2 Z
Sugestio. Use a identidade sen z = ——=— (temos também cosz = ———5%)
1+tg° 5 thet s
Faga tg £ = u, com £ = arctgu e entdo dr = 2z du.

Formulas de reducao

1. Usando a férmula de recorréncia

1 n—1 f

cos" rdr = —senxcos" L+ cos" %z dx
n n

mostre que

3
/COS4ZEd[E = —senxcosgx—l—gsenxcosx—kgx—kC

' 1 6 8 16
/cos7:cdx = ?senxcos6$+ gsenxcos‘lx—i- gsenxcosz$+ gsenx—i-C

2. Usando a férmula de recorréncia

t n—1
/tg"xdx— & T /tg"zxdx
: n—1 .

(a) [te®xdx. Resposta. &% — % —In|cosz|+ C.

calcule

(b) [tgbxdr. Resposta. ‘&% — tggm +tgrx —x+C
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Substituicoes trigonométricas

Calcule as seguintes integrais, através de substituicdes trigonométricas.

1. [ ¥ dr. Resposta. —Y~ =2 —arcsen? + C.

2. sz\;l% Resposta.

3. —””1‘“2 dx. Resposta. 1% — a? — aarccos 2 4 C'.

__\/1;332 + .

4 j\/ﬁ Resposta. ——=—+C.
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